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Riduzione polinomiale

Dati A C3* e B C 2* due linguaggi diciamo che A si riduce
polinomialmente a B, in breve A< B, se esiste una funzione

f : 2* — X* Turing calcolabile in tempo polinomiale tale che

xEA< f(x)EB|




NP-completezza

Un problema B (linguaggio B) si dice

NP-completo se

1. BENP

2. e NP-hard cioe e tale che ogni problema
in NP si riduce polinomialmente ad esso

VAENPAS, B




Riduzioni polinomiali: proprieta

Teorema 1. Se A Sp BeB&Pallora
AEP.

Teorema 2. La relazione Sp e riflessiva e transitiva.

Teorema 3. Se A€ P, A& NP-completo allora
P=NP

Teorema 4.
Se A€ NP-completo , A<, B con B € NP allora

B & NP-completo



Formule booleane

 Una formula booleana della logica proposizionale e
induttivamente definita a partire da un insieme
numerabile di variabili booleane, i connettivi A, “e”,

v,“0”,-”non”e le parentesi.

e Una formula e soddisfacibile se esiste un
assegnamento di valori di verita alle variabili che
rende la formula vera.

Esempi: (X A Y) Vv (-X A Z) e soddisfatta da X=Y=1e Z
qualunque, mentre X A—X non puo essere soddisfatta

(xv-yvz)a(-xvy)euna CNF formula



NP-completezza: teorema di COOK

Sia SAT il linguaggio delle formule soddisfacibili e
sia CNFSAT il linguaggio delle formule soddisfacibili
in CNF.

Teorema di COOK: SAT (e CNFSAT) e NP-
completo



Teorema di COOK: inizio prova
Per dimostrarlo si deve far vedere che

1. SAT ein NP

2. ogni linguaggio A in NP si riduce
polinomialmente a SAT.

Il punto 1 gia visto.
Dimostreremo il punto 2.




Teorema di COOK: la prova

Se Aéin NP esiste unaNTM T = (Q,2, 1,0,90,9- 4, )

che decide A con complessita di tempo nk, per

qualche k. Definiremo una funzione f,
, che associa una

formula ¢ ad ogni x, in modo tale che
x € L(T) = Asse p € SAT.

La formula ¢ deve descrivere una sequenza di
configurazioni determinata dall’input x:

C, = C, =r...=1C; CON C, = (,X e c; di accettazione,
c.=aq.p, se x € L(T), con 1<isnk

c.=aq,p}, se X ¢ L(T), con 1<isnk



Teorema di COOK: la prova

La formula ¢ deve descrivere una sequenza di
configurazioni determinata dall’input x:

Cy=>7 C; =>pu.. =C;

con ¢, = q,X e ¢, di accettazione o di rifiuto, con 1<isnk

Serviranno quindi delle formule che esprimano
proprieta che assicurino che ogni c;e una

configurazione (un solo simbolo per cella di nastro, un
solo stato, una sola posizione per la testina di lettura), e
proprieta riguardanti la relazione “porta a” tra
configurazioni:

se (p,b,R) € 6(q,a) allora aqgacf = abpcf
se (p,b,L) € 8(q,c) allora caqcp = apabf



Teorema di COOK: le variabili della formula

Datala NTM T = (Q.,Z, [,0,0¢,9.,9,) che decide A con

complessita di tempo nk, per qualche k, la formula
associata o utilizza le seguenti variabili:

Si’c| per ogni i=1,...,.nke g € Q che dice, se vera, “q é
lo statodi M all’'i-simo passo”

.j. perogniij=1,..nkea &I che dice, se vera, “a e

il simbolo in lettura nella j-sima posizione sul nastro
di M all’i-simo passo”

Hi,j per ogni i,j=1,...,nk che dice, se vera, “la

testina di lettura e nella j-sima posizione sul
nastro di M all’i-simo passo”



Teorema di COOK: la formula 1° parte

La formula ¢ e la congiunzione di formule che

esprimono singole proprieta del cammino di
computazione su un input x:

(P = cpstart A (ptestina A cpnastro A cpstato A cpmossa A

(pmossa/nastro A cpac:cettazione



cPstart

> Pt diCe, se vera, “all’inizio, cioé al passo 1 del
calcolo, lo stato e q,, la testina di lettura e sulla
prima cella del nastro che contiene x = a,,...,a,
seguito da nk - n occorrenze di L”

> Pstart = S1,q0 A H1,1 A 1<j<n T An<ank T1,j,i

1,j aj

dove A1Si$nkxi,j =X,

i A e A Kk

?



(Ptestina

> Precting diCE, S€ vera, “ la testina di lettura e

posizionata su un’unica cella del nastro in ogni
passo di calcolo”

Qtestina — A 1<i<nk cptestina,i
> Questina; diCE, S€ vera, “la testina di lettura e

posizionata su un’unica cella del nastro al passo
i-simo di calcolo”

Qtestina,i — ( \Y 1<j<nk Hi,j ) /\( A 1<j <j’ <nk "(Hi,j A Hi,j’ ) )

la testina @ almeno su una cella




(Ptestina IN CNF

Prestina; = ( V1Sank Hi,j ) A(A 1<j <j’ <nk "(Hi,j AHi,j’ ))

la cui equivalente in CNF

Prestina,i = ( v1Sank Hi,j ) A ( AiSj < (™ Hi,j vV - Hi,j’ ))

Faremo vedere in ogni passo anche come costruire la formula (¥ in
CNF.



cPnastro

L’ analoga a @, ... per simboli di nastro :

> Q..o diCE, S€ vera, “ogni cella del nastro contiene
un solo simbolo in ogni passo di calcolo”

Pnastro — A\ 1<i<nk A\ 1<j<nk Pnastro,i

Pnastro i j dICE, S€ Vera, “la cella j-sima del nastro
contiene un solo simbolo al passo i-simo di calcolo”

(pnastro,i,j = (voc el Ti,j ) A (A(x;éot’ er _'(Ti,j ATi,j,oc’) )



Pnastro IN CNF

cpnastro,i,j = (V ael Ti,j,oc ) A (A afa’ €T (Ti,j,oc ATi,j,oc’) )

I’equivalente in CNF:
Pnastro,ij — (V GET Ti,j,oc ) A (A wtver (7 Ti,j,oc Vo Ti,j,oc’) )



(pstato

L’ analoga a o,_.;.. per simboli di stato:

> QP.a10 AiCe, Se vera, “ M si trova in un unico
stato in ogni passo di calcolo”

Pstato =A 1<i<nk (pstato,i e cpstato,i dice! Sé vera, “M si

trova in un unico stato al passo i-simo di
calcolo”

A
Pstato, i = (Vq e Q Si,q ) A (A 979’ € Q _'(Si,q Si,q’)




Pstato IN CNF

(Pstato,i = (qu Q Si,q ) A (A q#q’' € Q _'(Si,q A Si,q’)

con la sua equivalente in CNF:
(Pstatm_(quQS,q)A(Aq#q EQ( V_'S,q)




(pmossa

> Pmossa — A 1Si$nk/\ 1SankA oE FA qeQ (Pi,j ,0(9,0) dice!
se vera, “ogni passo di calcolo e conforme a 6”
Oi i 5(a0) dice, se vera, “I’'i-simo passo di calcolo,

con la testina di lettura sulla cella j-sima, e
conforme a §”

Sia 6(q!O(') = {(q1!OL1JD1)!---! (qm!am!Dm)}J con m21
(pl,j O(q,0) — = (H A S AT,], ) —

(( H-+1,11 A Sl+1,q1 i+1 1,a1) Vv H'+1,1m A Si+1,qm ATi+1,i,0cm )

dove se D, =L allora j, = -1, se j>1 e =1 se j=1, mentre se D,
=R allora j, = j+1, per 1srsm.



(Pmossa in CN F

Pmossa — A 1Si$nk/\ 1SankA o e FA qeQ (pi,j ,0(9,0)

Pij d(q.0) = (Hi; ij S AT,J, ) =
(( H,H,j1 A S|+1,q1 AT, ) v...v(H,,, .

,lm A Si+11qm ATi+1’j1am ))

i+1, j,o4

La sua versione equivalente in CNF:

A1<|<nkA1<j<nkA(xEFAqEQ(( H,jv S V T,j,Oc

(—-H v—-S gV T’l, vSi+1 )/\( H. v—-S gV T’W T|+1,j,a1)
A(_' H V_'S V T,j,OL T|+1,j,ocm))

v Hi+1,j1 ) A



Pmossa/nastro | n C N F

> Qossa/mastre CNE dice, se vera, “solo il

simbolo in lettura puo cambiare in un passo
di calcolo”

_>(pmossa/nastro =
N<icak Nisjsnk N isigpeak Noer (Hij aTip ) =T

i+1,j7,0

con la sua versione in CNF:

AiSiSnk /\1Sank A1Sj¢j’ <nk AOLEF
("Hi,j v ﬁTi,j’,oc v Ti+1,j’,oc )




(Paccettazione I n C N F

> Qaccettazione AICE, S€ Vera, “al passo i-simo

del calcolo M entra nello stato di
accettazione ”

Qaccettazione = \Y 1<i<nk (Si,qa)



Teorema di COOK: esempio di ¢p =1

a,b,R 1 1 1 1

Pstart = Si,qo AH AT AT

QPtestina — cptestina,1 A (Ptestina,z

1 — o 0
Prestina 1 = (Hi s VHi ) A = (Hiy AH, ;)

Prestina,2z = (Hz g VHz ) A = (Hyy AH,, )



Teorema di COOK: esempio di ¢p =1

a,b,R

1 1 1 1
Pstart = S1,q0 AH AT AT,

Phastro = (pnastro,1,1 A cpnastro,1,2 A(pnabtro,ZJ A (pnastro,Z,Z
1 — 0
\ /
nastro1,1 — W11V T4V Ty
(p 1 - (T A | V T A | V T 1 ) A
(ﬂ(T1,1,a A T1,1,b) A (T1,1,a A T1,1,¢) A ;‘ (T1,1,b A T1,1,J_) )
(pnastro,1,2 = (T1,Z,a v T1,Z,b v T1,mA/

(_'(T1,Z,a A T1,z,b ) A= (T1,Z,a A T1,z,¢) A (T1,z,b A T1,Z,J_) )



Teorema di COOK: esempio di ¢p =1

a,b.R 1 1 1 1

Pstart = S1,q0 AH AT A T

QPtestina — (ptestina,1 A (ptestina,z

1 — o 0
Qtestina,1 — (H1,1 v H1,z ) A - (H1,1 A H1,z)

Prestina,z = (Hz0 VHz ) A = (Hyy AH,, )



Teorema di COOK: esempio di ¢p =1

a,b,R 1 1 1 1

Pstart = S1,q0 AH AT A T

/1

Pstato = cpstato,1 A (Pstato,Z 0 0
1 _— 9 —
cpstato,1 = (Si,qo v S1,qa v S1,qr) A (_'(S1,qo A S1,qa) A
(S0 A Sig )8 2 (Sig, A Sig,)

1,9,



Teorema di COOK: esempio di ¢ -2

P1,1,5(q0.L) N P1,2,5(a0,2) N P1,2,5(q0,0) A

CP'I’Zyé(qo’J—) A (p21116(q0’a) A (P211 76(q07b ) A

cPZ,1,6(qo,J_) A (pZ,Z,é(qo,a) A (P21216(q01b ) A
P2,2,5(qg,L) N ==

P11 0(qg:a) —

1 1 1 0 1 0 T 1 1
((H1,1’\S1,q0 1,1,a):(HZZAS,qa z1b)V(Hz1’\S,q

1 1 0 0 0 0
P1,1,5(ag,b) =((H;; A S1,q0 A1) =(H 2 A Sy AT44))

Z,1,a) )

a



Teorema di COOK: esempio di ¢ -2

a,b,R

1 1 1

Pmossa/nastro = (H1,1 A T1,Z,J_ ) d TZ,Z,J_
A (H1,1 A T1,Z,b ) = TZ,Z,b A

(H1,1 A T1,Z,a ) = TZ,Z,a A
(H1,z A T1,1,a ) = TZ,1,a A

QPaccettazione = ( Si,qa v SZ,qa)



Teorema di COOK: complessita

Abbiamo visto che x € A sse @ € SAT, perché sexéeinA

allora ha un cammino di accettazione e quindi possiamo
costruire un assegnamento di verita per ¢, d’altro canto

se @ € SAT all’assegnamento di valori di verita
corrisponde un cammino di accettazione per Xx.
La formula @ ha lunghezza O(n?<) percheé il numero degli

stati o dei simboli di nastro sono costanti, mentre il
numero delle occorrenze delle variabili & O(n2k).
Guardiamo per esempio:

Pmossa — A 1Si$nk/\ 1SankA c A qgeQ (pi,j ,0(q,1)

e notiamo che il numero di letterali & O(nzk).



