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ESEMPIO 1
L= {c1c2...cn1cn+1cn+2 | ci in {0,1} , per 1≤i≤n+2} è 
 l’insieme di tutte le parole che  hanno un 1 nella 

terz’ultima posizione. 
Qui l’automa disegnato da Emilian Postulache:

q0

0
q11

1

q11
1

q101

1

0

q10

0

q110
0

0
q111

1 0

1

1

1

q100

0

0
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ESEMPIO 2
L= {x | x  in {0,1}*  e x rappresenta in binario un 
intero multiplo di 3}

q0

0

q1
1

1
q2

0
0

1

Qui lo stato ricorda il resto della divisione per 3 della stringa 
binaria letta fino a quel momento. 
Con x in {0,1}* se (q0,x0) => * (q1,0), vuol dire che x rappresenta  
un numero che diviso per 2 dà resto 1, quindi il suo doppio deve 
dare resto 2, mentre se aggiungo 1 al suo doppio ottengo un 
numero che è un multiplo di 3. Poiché x0 rappresenta il numero 
che è il doppio del numero rappresentato da x e x1 il doppio 
aumentato di 1, abbiamo la giustificazione delle due transizioni. 
Ripetendo il ragionamento per ogni stato si ottiene l’automa.
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ESEMPIO 3

L= { x  | x in {0,1}* e |x| = 3} è l’insieme (finito) delle 
parole binarie di lunghezza 3

q0 q10,1 q20,1 q30,1

Evidentemente il diagramma degli stati di un 
automa che accetta un insieme finito di parole 
non può avere cicli su un cammino dallo stato 
iniziale ad uno finale.
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ESEMPIO 4
L= { x  | x in {0,1}* e |x| = 3} è l’insieme (finito) delle 
parole binarie di lunghezza 3, che cominciano per 0.

q0 q10 q20,1 q30,1

Evidentemente il diagramma degli stati di un 
automa che accetta un insieme finito di parole 
non può avere cicli su un cammino dallo stato 
iniziale ad uno finale.

q4

1

0,1
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Operazioni sui linguaggi
Abbiamo dimostrato la chiusura della classe dei linguaggi accettati 

da un DFA, L(DFA), rispetto alle operazioni insiemistiche: 
L,L’ ⊆ Σ*  
• unione: L  ∪ L’ 
• intersezione: L∩ L’ 
• complemento: ¬L = Σ* - L  

Ricordiamo che queste operazioni non sono indipendenti: 
¬(X ∪ X’) = ¬X ∩¬X’ 
¬(X ∩ X’) = ¬X ∪¬X’ 
Inoltre altre operazioni sugli insiemi si possono definire  in funzioni 
di queste, per esempio la differenza L - L’= {x | x è in  L ma non in 
L’}. L - L’ = L ∩ ¬L’
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AUTOMI A STATI FINITI  
NON DETERMINISTICI

p
ε

r
p

q

b

b
r

s

b

 

oppure può cambiare 
stato senza leggere e 
consumare  input.

Un automa finito non deterministico può avere 
a disposizione più stati nei quali passare a 
seguito della lettura di un simbolo
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Possibile (non unico) modello 
mentale

a  b a  b

controllo

q

stato

testina di lettura

In funzione dello stato in cui si 
trova e dell’input letto la 
macchina può moltiplicarsi: le 
macchine così create 
continuano il calcolo come DFA  
in parallelo sullo stesso input. 



11

Un esempio parziale di esecuzione
a  b a  b

q

a  b a  b

p

 b a  b

r

a
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Modello formale
Un automa a stati finiti non deterministico, in breve 

NFA (Nondeterministic Finite Automaton), è una 
quintupla  M = (Q,Σ,δ,q0,F) dove 

– Q è l’ insieme finito degli stati;

– Σ è l’ insieme finito dei simboli di input;

–  δ  : Q × (Σ∪{ε}) → P(Q) è la funzione (totale)  
     di transizione;

– q0 è lo stato iniziale;

–   F ⊆ Q è l' insieme degli stati finali o di accettazione
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Esempio 

Sia M = (Q,Σ,δ,p,F) il DFA dato da: Q={p,q,r,s},    
Σ={0,1},     F={s} 
La funzione di transizione δ : Q  ×  (Σ∪{ε}) →  P(Q)  è   

descritta  nella tabella:

δ 1 0 ε

p {p,q} {p} ∅

q {r} {r} ∅

r {s} {s} ∅

s ∅ ∅ ∅

q r sp

0,1

1 0,1 0,1

Consideriamo il linguaggio L={x | x è in {0,1}* e x ha 1 come 
terzultima lettera}.
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CONFIGURAZIONI E PASSI
Una configurazione di un NFA M è un  elemento di Q×Σ*. 

Per un input x ∈Σ* , 
 la configurazione iniziale o di partenza è  (q0,x) 

La relazione "porta a" (in un passo) ⇒M è una relazione 
binaria su Q×Σ*, così definita: 
se p,q ∈ Q, a ∈ Σ e x ∈  Σ*,  
allora  (p,ax) ⇒M (q,x)   se e solo se  q ∈ δ(p,a)  
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Esempio di parola accettata  

Per questo automa e 
l'input 10110 la 
configurazione 
iniziale è  (p, 10110). 
Si può usare un 
albero per 
rappresentare tutte le 
configurazioni 
raggiunte a partire da 
quella iniziale.   

q r sp

0,1

1 0,1 0,1

(p,10110)

(p,0110)   (q,0110)    

(p,110)     (r,110)    

(q,10)  (p,10)     (s,10)    

(r,0)       (q,0)   (p,0)        

(s,ε)       (r,ε)   (p,ε)        
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Esempio di parola non accettata  

Per questo automa e 
l'input 10010 la 
configurazione 
iniziale è  (p,10010). 
Usiamo ancora  un 
albero per 
rappresentare tutte le 
configurazioni 
raggiunte a partire da 
quella iniziale.  

q r sp

0,1

1 0,1 0,1

(p,10010)

(p,0010)   (q,0010)    

(p,010)     (r,010)    

         (p,10)                  (s,10)    

      (q,0)   (p,0)        

      (r,ε)   (p,ε)        



17

Accettazione
Dato un NFA M = (Q,Σ,δ,q0,F), una parola x ∈ Σ* è accettata 

da M se ∃ q ∈ F tale che  
(q0,x) ⇒M* (q,ε)  

dove ⇒M*  la chiusura riflessiva e transitiva di ⇒M 

e il linguagggio accettato da M è 
        L(M) = {x | x ∈ Σ*  ed è accettata da M} 
La classe  dei linguaggi  accettati  da  un NFA è 

L(NFA) = {L | ∃ M ∈ NFA e L(M) = L} 
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Rifiuto

Dato un NFA M = (Q,Σ,δ,q0,F), una parola x ∈ Σ* è rifiutata da 
M se ∀ q tale che (q0,x) ⇒M* (q,ε) q non è in F.   

Può capitare che (q0,x) ⇒M* (q,ay), anche con q in F, y ∈ Σ*  e 

δ(q,a)= ∅, quindi la parola non viene tutta letta. 
 Questo è un cammino bloccato che non può influire 

sull’accettazione o meno di x. 
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Esempio di NFA con ε-mosse 

Costruiamo un NFA che accetta le stringhe che 
rappresentano i numeri decimali, nella notazione 
anglosassone:

q0 q1
+,-,λ

q2
0,1,…,9,λ

q3
.

q4
0,1,…,9

0,1,…,9 0,1,…,9
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Esempio di 
computazione 

su -0.12  
Invece la parola +-0.1 
non è accettata 
perché la funzione di 
transizione dà 
l’insieme vuoto sulla 
coppia (q1,-)

(q0,-0.12)

(q1,0.12)   (q1,-0.12)    

         
(q3,12)          
 
       (q4,2)
   
(q4,ε)        
 
 

(q2,.12) (q2,0.12) 

(q2,.12) 

   (q4,ε)          

(q4,2)

(q3,12)

(q2,-0.12) 

q0 q1
+,-,λ

q2
0,1,…,9,λ

q3
.

q4
0,1,…,9

0,1,…,9 0,1,…,9
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Una computazione 
deterministica  

(c1,x1)   (c2,x2)    

(c3,x3) (c4,x4) (c5,x5) 

 DETERMINISMO E NON

c1  

c0 = (q0,x)

c2  

accetta 
o rifiuta

 

Una computazione 
non deterministica  

c0 = (q0,x)

(c6,x6) (c7,x7) (c8,x8) (c6,x6) (c7,x7) 
blocco

accetta 
o rifiuta

accetta 
o rifiuta

blocco blocco
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Non determinismo e potere 
computazionale per gli automi a stati finiti
   Nel caso degli automi a stati finiti il non 

determinismo non aumenta il potere 
computazionale, detta L(NFA) la classe dei 
linguaggi accettati dagli automi finiti non 
deterministici e L(DFA) quella dei linguaggi 
accettati dai deterministici:   

TEOREMA L(DFA) = L(NFA) 



23

CONFRONTO TRA NFA e DFA 
Ogni DFA può essere visto come un caso 
particolare di NFA e quindi  

L(DFA) ⊆ L(NFA) 

Ma possiamo anche dimostrare che per ogni 
NFA M, esiste un DFA M1 equivalente a M, cioè 
tale che L(M)=L(M1) e cioè che  

L(NFA) ⊆ L(DFA)
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ESEMPIO 1

{p}

0
{p,q}1

1

{p,q,r}
1

{p,q,s}

1

0

{p,r}

0

0

1
{p,r,s}

0

1

1

{p,q,r,s}

1

0
{p,s}

0

0

q r sp

0,1

1 0,1 0,1
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q1q0 ε

q2

ε

ε

q3
a

q4 q5
b

q6 q7

ε

ε

ε
ε

ε

a
q3, 
q6, 
q1, 
q2, 
q4, 
q7

q0, 
q1, 
q2, 
q4, 
q6, 
q7

q5, 
q6, 
q1, 
q2, 
q4, 
q7

 b

a

b
ba

ε-closure(q)= 
l’insieme degli 
stati 
raggiungibili da 
q con solo ε-
mosse.  
Qui le parentesi 
graffe sono 
omesse

ESEMPIO
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Teorema  di esistenza di un DFA 
equivalente a un NFA 

Dato un NFA M=  (Q,Σ,δ,q0,F) costruiamo un DFA 
equivalente A =(Q’,Σ,δ’,q’0,F’): 
Q’ = P(Q) all’insieme che contiene   
q’0 = ε-closure(q0) 
F’ = { X | X è in P(Q) e X contiene uno stato di F} 
Per ogni X in P(Q) e a in Σ, lo stato raggiunto da X 
leggendo a è l’unione delle ε-closure di tutti gli stati 
raggiunti leggendo a da uno stato di X:  

δ’(X,a) = ∪p ∈ X (∪q ∈ δ(p,a) ε-closure(q)) 

Poiché (q0,x) ⇒M* (q,ε) con q in F sse (q’0,x) ⇒A* (X,ε)  

con X in F’, i due automi sono equivalenti. 
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Algoritmo di costruzione di un DFA 
equivalente a un NFA 

Algoritmo DFAeqNFA 
input un NFA con ε-mosse M=(Σ,Q,δ,q0,F) 
output un DFA M'=(Σ,Q',δ',q0',F') equivalente 
Inizializza Q' all’insieme che contiene   
ε-closure(q0) come unico elemento non marcato. 
while c'è uno stato non marcato T in Q'   do 
    {marca T; 
  for ogni simbolo input a in Σ do  
      {V = ∪q ∈ T δ(q,a)); 
   V' = ∪q ∈ V ε-closure(q); 
            if V' non appartiene a Q'  then 
               aggiungi V' come stato non marcato in Q'; 
       poni δ'(T,a)= V' 
  } 
      } 
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Costruzione di un DFA equivalente 
a un NFA: conclusione 

Con l’algoritmo DFAeqNFA abbiamo costruito l’insieme 
degli stati e la funzione di transizione del DFA 
M'=(Σ,Q',δ',q0',F') equivalente al dato NFA M=(Σ,Q,δ,q0,F). 

Lo stato iniziale di M’,q0', è  l’insieme degli stati 
raggiungibili da quello iniziale di M utilizzando solo  
ε-mosse, cioè q0' = ε-closure(q0). 

Gli stati finali di M' sono gli stati di Q' che contengono uno 
stato finale di M 

Gli stati di Q’ sono tutti gli stati raggiungibili dallo stato 
iniziale. Gli stati di Q’ sono al più 2n, se n è il numero degli 
stati dell’NFA di partenza M. 
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Esempio di automa deterministico con λ mosse

q0 q1
1

q2
0

λ

Il linguaggio accettato è {(10)n | n>0}. Ogni cammino 
di computazione è lineare perché da q2 non c’è 
altra possibilità che l’esecuzione della λ - mossa. 
Potrebbe modellare un sistema in cui due sole 
azioni sono ammesse una di seguito all’altra e poi il 
sistema “automaticamente” si rimette nello stato 
iniziale.
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Le epsilon mosse (da sole) non fanno 
nondeterminismo

Un automa a stati finiti deterministico con epsilon 
mosse, in breve ε-DFA , è una quintupla  M = 
(Q,Σ,δ,q0,F) dove 
– Q e Σ sono  l’ insieme degli stati e dei simboli 
di input;
– δ  : Q × (Σ∪{ε}) → P(Q) è la funzione  
     di transizione, tale che 

•|δ(q,a)| ≤ 1 per ogni a in Σ∪{ε} e ogni q in Q 
•se |δ(q,ε)| = 1 allora δ(q,a) = ∅

– q0 è lo stato iniziale e F ⊆ Q è l' insieme 
degli stati finali;
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Esempi di  NFA

Si costruisca un NFA che accetta il 
linguaggio: 

L = {x010y | x,y in {0,1}*} 

e il DFA equivalente 


