1. Introduzione
Negli anni ’70 nell’ambito dei linguaggi di programmazione vengono introdotti due nuovi paradigmi:

· la programmazione logica (Prolog: ideato da Kowalsky, impl. da Colmerauer)

· la programmazione orientata agli oggetti (Simula, Smalltalk, C++, ecc).

Negli anni ’80 questi nuovi paradigmi vengono estesi ai DBMS nell’intento di superare due limiti del modello relazionale: la scarsa strutturazione del modello e la dicotomia tra linguaggio ospite e linguaggio di interrogazione.

Il paradigma della programmazione logica prevede una descrizione del problema mediante una logica del primo ordine piuttosto che la definizione di un algoritmo (sequenza di passi da eseguire) per risolvere il problema.

Ad esempio la funzione di somma può essere definita mediante formule logiche nel modo seguente:

· somma(X,0,X)   (la somma di X e 0 è X)

· somma(X,Y,Z) ( somma(X,succ(Y),succ(Z)) (se la somma di X ed Y è Z allora la somma di X e di Y+1 è Z+1)

Le formule logiche usate nella programmazione logica sono particolari formule della logica del primo ordine dette clausole di Horn. Una clausola di Horn è un’espressione logica del tipo:

A1 ( A2 ( … ( An ( B

(che è equivalente alla formula logica ( (A1 ( A2 ( … An  ) ( B) in cui B, A1, A2 ,… An  sono formule atomiche, ciascuna delle quali consiste di un simbolo di predicato (es.: somma) applicato a degli argomenti che possono essere: costanti (es.: 0), variabili (es.: X, Y e Z) o simboli di funzione (es.: succ) che possono essere applicati a loro volta ad argomenti. Un predicato è una funzione a valori booleani, mentre una funzione può produrre argomenti di qualsiasi tipo.

In un linguaggio basato sulla logica un programma è un insieme di regole che sono clausole di Horn. Un tale linguaggio ha la stessa potenza espressiva della macchina di Turing, cioè è possibile esprimere in tale linguaggio qualsiasi funzione calcolabile.

La sintassi usata da Prolog per la clausola di Horn:

A1 ( A2 ( … ( An ( B

è la seguente:

B :- A1 ( A2 ( … ( An  .

Come si è detto negli anni ’80 si è cercato di utilizzare il paradigma della programmazione logica ai linguaggi per l’interrogazione di basi di dati relazionali. Vediamo con un esempio qual’è l’idea che c’è dietro. Supponiamo di avere una base di dati con i seguenti schemi di relazione:

IMPIEGATO (I#, COGNOME, SUP-DIR, R#)

REPARTO (R#, NOME)

Possiamo associare ad ogni relazione un predicato con la stessa arità: impiegato(… ,… ,… ,… ) e reparto(… , …) e assumere che tale predicato assuma valore true se e solo se gli argomenti costituiscono una tupla nella corrispondente relazione, Così, se, ad esempio, le istanze correnti di 

IMPIEGATO e REPARTO sono:

	IMPIEGATO
	I#
	COGNOME
	SUP-DIR
	R#
	
	REPARTO
	R#
	NOME

	
	i1
	Rossi
	i2
	r1
	
	
	r1
	Sport

	
	i2
	Verdi
	i3
	r1
	
	
	r2
	Direzione

	
	i3
	Bianchi
	i4
	r2
	
	
	
	

	
	i4
	Neri
	-
	r2
	
	
	
	


impiegato(i1,Rossi,i2,r1) ha valore true e impiegato(i1,Rossi,i3,r1) ha valore false. La query: 

qual è il codice del reparto in cui lavora Rossi?

potrebbe essere espressa mediante una clausola di Horn come:

rep_di_Rossi(R) :- impiegato(X,’Rossi’,Y,R)

dove rep_di_Rossi(…) è il predicato associato alla relazione che è la risposta alla query, interpretando tale clausola nel modo seguente: se esistono dei valori che sostituiti alle variabili X,Y ed R rendono vera la parte destra (implicante/antecedente) della regola allora il valore sostituito ad R rende vera la parte sinistra (implicato/conseguente) della regola. Nell’esempio l’unica sostituzione di valori alle variabili che rende vera la parte destra è i1(X, i2(Y, r1(R, cosicché r1 rende vera la parte sinistra, cioè rep_di_Rossi(r1) ha valore true e quindi la tupla (r1) appartiene alla relazione risposta. 

Vediamo altri esempi di come una query può essere espressa mediante regole logiche.

1) Nomi degli impiegati che  lavorano nel reparto Sport

nomi_sport(N) :- impiegato(X,N,Y,R) & reparto(R,’Sport’)
2) Nome diretto superiore di Rossi

sup_dir_Rossi(N) :- impiegato(X,N,Y,Z) & impiegato(V,’Rossi’,X,W)

3) Dati dei superiori di Rossi

sup_Rossi(X,Y,Z,V) :- impiegato(X,Y,Z,V) & impiegato(W,’Rossi’,X,R)  
sup_Rossi(X,Y,Z,V):- impiegato(X,Y,Z,V) & impiegato(S,P,X,Q) & sup_Rossi(I,C,S,R)

2. Definizioni e terminologia.

Il linguaggio di interrogazione di basi di dati relazionali basato sulla logica prende il nome di Datalog. Un programma Datalog è un insieme di regole; una regola è una clausola di Horn 

B :- A1 ( A2 ( … ( An
in cui A1, A2 ,… An  sono formule atomiche, ciascuna delle quali:

· o consiste di un simbolo di predicato applicato a degli argomenti che possono essere: costanti (rappresentate nel seguito da lettere minuscole o da stringhe tra apici) o variabili (rappresentate nel seguito da lettere maiuscole) ma non  simboli di funzione; in tal caso il predicato viene detto predicato ordinario
· o è ottenuta applicando un operatore di confronto (<, =, >, ≤, ≥, ≠) a due variabili (es.: X<Y) o ad una variabile e ad una costante (es.: X=’Rossi’); in tal caso il predicato viene detto predicato costruito
e B consiste di un simbolo di predicato applicato a degli argomenti che possono essere costanti o variabili (quindi in B compare sempre un predicato ordinario). Inoltre: 

- un predicato ordinario è detto predicato estensionale se è associato ad una relazione della base di dati e predicato intenzionale altrimenti

- B è detta testa della regola e

- A1 ( A2 ( … ( An  è detto corpo della regola e ciascun Ai , 1≤i≤n, è detto subgoal.
Ad un programma Datalog è possibile associare un grafo diretto, detto grafo delle dipendenze, che ha per nodi i predicati ordinari e ha un arco diretto dal predicato p al predicato q se p compare nel corpo di una regola che definisce q (cioè che ha nella testa q). Se nel grafo delle dipendenze c’è un ciclo allora il programma Datalog è detto ricorsivo e ogni predicato in un ciclo è detto predicato ricorsivo.

NOTA. Poiché un simbolo di funzione non può comparire come argomento di un predicato, Datalog non ha il potere espressivo della macchina di Turing; tuttavia è più potente dell’algebra relazionale grazie al meccanismo della ricursione (vedi esempio 3) sopra).

Esempio 1. Supponiamo di avere una relazione GENITORE (FIGLIO,GEN) a cui è associato il predicato estensionale genitore.  Il seguente programma Datalog permette di esprimere le diverse relazioni di parentela tramite la definizione dei predicati intenzionali fratello, cugino, parente.

fratello(X,Y) :- genitore(X,Z) ( genitore(Y,Z) ( X≠Y


(sono fratelli due persone distinte che hanno un genitore in comune)

cugino(X,Y) :- genitore(X,Z) ( genitore(Y,V) ( fratello(Z,V)

cugino(X,Y) :- genitore(X,Z) ( genitore(Y,V) ( cugino(Z,V)


(sono cugini i figli di fratelli o i figli di cugini)

parente(X,Y) :- fratello(X,Y)

parente(X,Y) :- parente(X,Z) ( genitore(Y,Z)

parente(X,Y) :- parente(Z,Y) ( genitore(X,Z)


(sono parenti due persone che hanno un antenato in comune diverso da entrambi)

Il grafo delle dipendenze associato al programma è:
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A causa della presenza di due cicli (cappi) il programma è ricorsivo e i due predicati cugino e parente sono ricorsivi.








(
Interpretazione delle regole Datalog
Ci sono tre approcci possibili per definire la semantica di regole Datalog: quello proof theoretic, quello model theoretic e quello computazionale.

L’approccio proof theoretic. E’ l’approccio introdotto al paragrafo precedente. Se una sostituzione di valori alle variabili rende vero ogni subgoal nel corpo della regola quella stessa sostituzione rende vera la testa della regola. Quindi le regole vengono usate come come assiomi (regole di inferenza) per “provare” a partire da fatti veri (inizialmente gli unici fatti veri sono le tuple nella base di dati, successivamente sono veri anche quelli già provati) nuovi fatti.

L’approccio model theoretic. Prima di introdurre questo approccio è necessario dare le definizioni di interpretazione e di modello. Una interpretazione di una collezione di predicati è un’assegnazione di valori di verità a ciascuna istanza di tali predicati ottenuta prendendo gli argomenti in un qualche dominio (eventualmente infinito) ed è rappresentata dall’insieme delle istanze vere. Una interpretazione è un modello per un insieme di regole Datalog se indipendentemente dai valori assegnati agli argomenti le regole (che sono implicazioni logiche) sono vere. 

Esempio 2. Consideriamo il seguente programma Datalog:

p(X) :- q(X)

q(X) :- r(X)

e prendiamo come dominio di X l’insieme degli interi. L’interpretazione I(q(1), r(1)( non è un modello per tale insieme di regole in quanto essendo false il valore assegnato a p(1) (in quanto p(1) non è in I) e true il valore assegnato a q(1) (in quanto q(1) è in I), la prima regola avrebbe valore false (un’implicazione è falsa se e solo se l’antecedente è vero e il conseguente è falso). Al contrario l’interpretazione M(p(1), q(1), r(1)( è un modello per tale insieme di regole. Infatti sostituendo ad X il valore 1, in entrambe le regole sia l’antecedente che il conseguente sono veri e quindi l’implicazione è vera; inoltre, sostituendo ad X un qualsiasi intero diverso da 1, in entrambe le regole sia l’antecedente che il conseguente sono falsi e quindi l’implicazione è vera.
(





Quando usiamo Datalog per interrogare una base di dati assumiamo che un’istanza di un predicato estensionale  è vera se e solo se gli argomenti costituiscono una tupla nella corrispondente relazione. Pertanto dato un programma Datalog diciamo che un modello M per le regole del programma  è un modello consistente con la base di dati se 

a) contiene I, dove  I e l’interpretazione costituita dalle istanze dei predicati estensionali che hanno come argomento le tuple delle relazioni della base di dati.

ed è un modello minimale consistente con la base di dati se nessun sottoinsieme proprio di M è un modello consistente con la base di dati.
Nell’approccio model theoretic la risposta ad una interrogazione è quella fornita da un modello minimale consistente con la base di dati.
Esempio 2 (continua). Supponiamo che r sia l’unico predicato estensionale nelle regole e che la corrispondente relazione R contenga una sola tupla:

	R
	1


M((p(1), q(1), r(1)( è un modello minimale consistente con la base di dati. Infatti M 

· è un modello per le regole (come visto in precedenza)

· contiene (r(1)(
· (p(1), q(1)( non è consistente con la base di dati; (p(1), r(1)( non è un modello per le regole in quanto sostituendo il valore 1 ad X nella seconda regola l’antecedente è vero mentre il conseguente è falso; (q(1), r(1)( non è un modello per le regole in quanto sostituendo il valore 1 ad X nella prima regola l’antecedente è vero mentre il conseguente è falso.

Pertanto la risposta alla interrogazione è data dalle relazioni

	P
	1
	
	Q
	1


 associate ai predicati intenzionali p e q.

E’ facile vedere che anche M((( p(1), p(2), q(1), r(1)( è un modello per le regole consistente con la base di dati, ma non è minimale in quanto M è un suo sottoinsieme proprio. Si osservi che le regole non consentono di provare che p(2)  è vero a partire dai fatti contenuti nella base di dati.
(
Vedremo che esiste un unico modello minimale delle regole consistente con la base di dati e che questo coincide con l’insieme dei fatti provabili mediante le regole a partire dai fatti contenuti nella base di dati.

L’approccio computazionale. Il terzo approccio consiste nel fornire un algoritmo che calcola le relazioni associate ai predicati intenzionali di un programma Datalog. 

Seguiremo questo approccio e vedremo un algoritmo che traduce le regole in una sequenza di operazioni dell’algebra relazionale che producono l’unico modello minimale consistente con la base di dati e quindi l’insieme dei fatti provabili mediante le regole a partire dai fatti contenuti nella base di dati.

4. Regole sicure

Dopo aver introdotto i diversi approcci per definire la semantica di regole Datalog, possiamo esaminare un problema che può sorgere nell’interpretazione di alcune regole.

 Consideriamo la regola:

maggiore(X,Y) :- X>Y

Se assumiamo che il dominio di variabilità di X ed Y sia l’insieme degli interi, la risposta alla interrogazione rappresentata da tale regola (cioè la relazione associata al predicato maggiore) è un insieme infinito. Lo stesso problema è riscontrabile se consideriamo il seguente programma Datalog:

zero(X) :- X(0

positivo(X) :- X>Y & zero(Y)

In entrambi i casi il problema è dovuto al fatto che gli argomenti di un  predicato che si trova nella testa di una regola (maggiore nel primo esempio e positivo nel secondo esempio) possono variare in un insieme infinito. 

Poiché quando interroghiamo una base di dati desideriamo ottenere risposte finite, dobbiamo far in modo che ogni variabile che compare in un programma Datalog vari in un dominio finito. Introduciamo quindi il concetto di variabile limitata.

Una variabile X è limitata in una regola se:

· compare come argomento di un predicato ordinario nel corpo della regola

· nel corpo della regola compare il subgoal  X(a o il subgoal a(X

· nel corpo della regola compare il subgoal  X(Y o il subgoal Y(X e Y è una variabile limitata.

Una regola è sicura se tutte le sue variabili sono limitate. Nel seguito considereremo solo regole sicure.

5. Relazione associata al corpo di una regola
Cominciamo con il considerare programmi Datalog non ricorsivi. Per tali programmi vedremo un algoritmo che fornisce per ogni predicato intenzionale una espressione dell’algebra relazionale la cui valutazione produce la relazione associata al predicato. L’insieme di relazioni per i predicati intenzionali così ottenuto costituisce sia l’insieme dei fatti che possono essere provati a partire dai fatti contenuti nella base di dati utilizzando le regole come assiomi che l’unico modello minimale consistente con la base di dati.

L’algoritmo fa uso del concetto di “relazione associata al corpo di una regola”. Introduciamo pertanto  la definizione di relazione associata al corpo di una regola e l’algoritmo per calcolarla.

Sia r una regola Datalog, s unsubgoal nel corpo di r e siano X1,X2,…,Xm le variabili che compaiono in s. Diciamo che s è reso vero dalla sostituzione dei valori a1,a2,…,am alle variabili X1,X2,…,Xm se

· s è il predicato ordinario p(Y1,Y2,…,Yl), s diventa p(b1,b2,…,bl) in seguito alla sostituzione dei valori a1,a2,…,am alle variabili X1,X2,…,Xm e la tupla (b1,b2,…,bl) appartiene alla relazione associata a p
· s è il predicato costruito Xi( a , ((((,(,(,(,(,((, e ai( a è vero

· s è il predicato costruito Xi( Xj , ((((,(,(,(,(,((, e ai( aj è vero.
Sia r una regola Datalog, s un subgoal nel corpo di r e siano X1,X2,…,Xm le variabili che compaiono nel corpo di r la relazione associata al corpo di r è la relazione che ha come schema X1X2…Xm e contiene tutte e sole le tuple (a1,a2,…,am) tali che sostituendo ai ad Xi , 1(i(m, ogni subgoal nel corpo della regola è reso vero.

Algoritmo1. Calcolo del la relazione associata al corpo di una regola.
Input Il corpo di una regola r, in cui compaiono i predicati ordinari s1,s2,…,sk e le variabili X1X2…Xm , e le relazioni R1,R2,…,Rk associate a s1,s2,…,sk .

Output Una espressione dell’algebra relazionale, denotata con Eval_rule(r,R1,R2,…,Rk), che calcola la relazione associata al corpo di r a partire da R1,R 2,…,Rk.

Metodo 

Passo 1 Per ogni si sia Qi ( 
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· Vi è un insieme che contiene una componente (la j-esima componente è denotata con $j) per ogni variabile che compare in si

· Fi è la congiunzione delle seguenti condizioni:
a) $j($h, se la stessa variabile compare come j-esimo e h-esimo argomento di si 

b) $j ( a se il j-esimo argomento di si è la costante a.

Passo 2 Per ogni variabile X che non compare nei subgoal ordinari s1,s2,…,sk viene costruita una espressione DX che produce una relazione unaria che contiene tutti i valori che X può assumere in una sostituzione di valori alle variabili che rende vero ogni subgoal nel corpo della regola. Poiché r è sicura, ogni variabile che compare nel corpo è limitata. Pertanto X sarà uguagliata attraverso una catena di subgoal costruiti o ad una costante ‘a’ o ad una variabile Y che compare come j-esimo argomento in un subgoal ordinario si. Nel primo caso DX ( ((a(( e nel secondo caso DX (
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Passo 3 Sia E il join naturale di tutte le Qi e DX prodotte ai passi 1 e 2, prendendo come attributi di ciascun Qi le variabili che compaiono come argomenti in si e come attributo di ciascun DX la variabile X.
Passo 4 Eval_rule(r,R1,R2,…,Rk) ( E se nel corpo di r non compaiono predicati costruiti; altrimenti, Eval_rule(r,R1,R2,…,Rk) ( 
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 dove F è la congiunzione di tutti i predicati costruiti che compaiono nel corpo di r .
Esempio 3. Consideriamo la regola:

p(X) :- q(Y,Y,’a’,Z) & X (Y &  Z ( 1

Passo 1 
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, dove Q è la relazione associata al predicato q.
Passo 2 DX (
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Passo 3 E = 
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Passo4 Eval_rule(r,Q) ( 
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Teorema 1. L’espressione prodotta dall’Algoritmo 1 calcola la relazione R associata al corpo di una regola.

Dimostrazione. Nella dimostrazione denoteremo con Qi, DX, E ed Eval_rule(r,R1,R2,…,Rk) le relazioni che si ottengono valutando tali espressioni. Dobbiamo dimostrare che una tupla (a1,a2,…,am) appartiene ad R se e solo se appartiene ad Eval_rule(r,R1,R2,…,Rk).
Parte solo se. Sia (a1,a2,…,am) una tupla appartenente ad R. Per definizione di relazione associata al corpo di una regola e per i Passi 1 e 2 dell’algoritmo si ha che:

· per ogni si esiste una tupla (i (Qi tale che (i ha come componente aj per ogni variabile Xj che compare in si 

· per ogni variabile Xj che non compare nei subgoal ordinari s1,s2,…,sk la tupla  (aj)  appartiene a DXj.

Poiché tali tuple coincidono sugli attributi comuni, la tupla (a1,a2,…,am) appartiene ad E.

Inoltre, ancora per la definizione di relazione associata al corpo di una regola, la tupla (a1,a2,…,am) soddisfa la condizione F e quindi appartiene ad Eval_rule(r,R1,R2,…,Rk).
Parte se. Sia (a1,a2,…,an) una tupla appartenente ad Eval_rule(r,R1,R2,…,Rk). Tale tupla 

(i) deve soddisfare F: pertanto ogni subgoal costruito nel corpo di r è reso vero dalla sostituzione di aj ad Xj, 1(j(m
(ii) deve appartenere ad E.

Da (ii) segue che deve esistere una tupla (i in Qi, 1(i(k, la cui componente per Xj ha valore aj, 1(j(m. Ne segue che per ogni i, 1(i(k,  deve esistere una tupla (i appartenente ad Ri che ha:

· la costante a in posizione k-esima se si ha a come k-esimo argomento

· aj in tutte le posizioni in cui si ha come argomento la variabile Xj.
Sia pi il nome di predicato che compare in si; pi((i) è esattamente quello che diventa si in seguito alla sostituzione di aj ad Xj, 1(j(m. Poiché (i(Ri, si è reso vero dalla sostituzione di aj ad Xj, 1(j(m. Pertanto ogni predicato ordinario è reso vero dalla sostituzione di aj ad Xj, 1(j(m. Da ciò e da (i) segue che (a1,a2,…,am)(R.








(
Introduciamo ora con un esempio l’idea che è alla base dell’algoritmo che permette di calcolare per ogni predicato ordinario di un programma Datalog non ricorsivo la relazione ad esso associata.

Consideriamo il seguente programma Datalog

p(X) :- q(Y,Y,’a’,Z) & X (Y &  Z ( 1

p(X) :- r(X,Y)

Come abbiamo visto, la relazione associata al corpo della prima regola è: 
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Applicando l’Algoritmo 1 alla seconda regola si ottiene che la relazione associata al suo corpo è:

R(X,Y).

Assumendo l’approccio proof theoretic, per ogni tupla (a) in 
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p(a) assume valore true e quindi la tupla (a) è nella relazione P associata al predicato p. Analogamente per ogni tupla (a) in (X(R). Pertanto la relazione P associata ad p può essere ottenuta valutando l’espressione
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Questo procedimento può essere generalizzato: la relazione associata ad un predicato estensionale p può essere ottenuta valutando l’espressione


[image: image17.wmf](

)

k

2

1

 

...X

X

X

R

 

,

,

R

 

,

R

,

_

m

2

1

¼

r

rule

Eval

U

p


dove 

· X1, X2,…, Xm , sono le variabili che compaiono  come argomenti di p
· l’unione è estesa a tutte le regole che r definiscono p (quelle in cui p compare nella testa)

Tuttavia due problemi sorgono:

1) in una regola che definisce p potrebbero comparire come argomenti di p una variabile ripetuta più volte o una costante

2) nel corpo di una regola che definisce p potrebbe comparire un predicato q anch’esso intenzionale.

Il problema 1) viene risolto uniformando le teste delle regole che definiscono p mediante un processo di rettificazione delle regole. Il problema 2) viene risolto trovando un ordinamento dei predicati intenzionali che garantisce che quando viene valutata l’espressione che fornisce la relazione associata al predicato p le espressioni che forniscono le relazioni associate a tutti i predicati intenzionali che compaiono nelle regole che definiscono p sono già state calcolate.

6. Rettificazione delle regole.

Diciamo che le regole che definiscono un predicato p sono rettificate se tutte le loro teste sono identiche e della forma p(X1,X2,…,Xm), dove X1,X2,…,Xm sono tutte variabili distinte.

 Per rettificare le regole che definiscono un predicato p si può procedere nel modo seguente:

· si introducono m (dove m è l’arità di p) nuove (che non compaiono nelle regole che definiscono p) variabili X1,X2,…,Xm come argomenti di p
· si introducono nel corpo di ogni regola che definisce p i predicati costruiti che forzano i vincoli imposti dalla presenza di costanti o variabili ripetute nella testa della regola, cioè: data una regola r la cui testa è p(Y1,Y2,…,Ym), dove le Yi possono essere variabili (eventualmente ripetute) o costanti, rimpiazziamo la testa con p(X1,X2,…,Xm) e aggiungiamo nel corpo i subgoal Xi=Yi. Se Yi è una variabile possiamo semplicemente sostituire Xi ad Yi e aggiungere il subgoal Xi=Xj , se Yi=Yj  e il subgoal Xi=a , se Yi=a.

Esempio 4. Consideriamo le seguenti regole:

p(‘a’,X,Y) :- r(X,Y)

p(X,Y,X) :- r(Y,X) ( q(X)

Il processo di rettificazione produce le seguenti regole:

p(V,W,Z) :- r(X,Y) ( V=’a’ ( W=X ( Z=Y

p(V,W,Z) :- r(Y,X) ( q(X) ( V=X ( W=Y ( Z=X

o più semplicemente le seguenti regole:

p(V,W,Z) :- r(W,Z) ( V=’a’ 

p(V,W,Z) :- r(W,V) ( q(V) ( V=Z 








(
E’ possibile dimostrare che il processo di rettificazione non modifica la semantica delle regole. Infatti:

Lemma 1. Sia r una regola Datalog ed r´ la regola risultante dalla rettificazione di r. Si ha che:

a) Se r è sicura r´ è sicura

b) r ed r´ sono equivalenti, cioè: date le relazioni associate ai subgoal ordinari che compaiono nel corpo delle due regole c’è una sostituzione di valori alle variabili di r che rende la testa uguale a p(a1,a2,…,am) e rende veri tutti i suoi subgoal se e solo se c’è una sostituzione di valori alle variabili di r´ che rende la testa uguale a p(a1,a2,…,am) e rende veri tutti i suoi subgoal.
7. Programmi Datalog non ricorsivi.

Algoritmo 2. Calcolo delle espressioni dell’algebra relazionale che calcolano le relazioni associate ai predicati intenzionali di un programma Datalog non ricorsivo.

Input. Un programma Datalog non ricorsivo in cui tutte le regole sono sicure, le relazioni R1,R2,…,Rk della base di dati associate ai predicati estensionali che compaiono nel programma.
Output. Per ciascun predicato ordinario  p una espressione dell’algebra relazionale che calcola la relazione associata a p in termini delle relazioni R1,R2,…,Rk associate ai predicati estensionali (cioè in termini delle relazioni della base di dati).

Metodo.

Fase 1. Nella prima fase l’algoritmo rettifica le regole e ordina i predicati ordinari che compaiono nelle regole in modo tale che quando viene generata l’espressione dell’algebra relazionale che calcola la relazione associata ad un predicato p siano già state generate le espressioni dell’algebra relazionale che calcolano le relazioni associate ai predicati che compaiono nei corpi delle regole che definiscono p (cioè, che hanno il predicato p nella testa). Ciò può essere  fatto applicando il sorting topologico al grafo delle dipendenze del programma. Sia p1,p2,…,pn l’ordinamento ottenuto.

Fase 2. 
for i:=1 to n do 
genera l’espressione per la relazione Pi associata al predicato pi nel modo seguente:


if pi è un predicato estensionale 



then Pi è la relazione della base di dati associata a pi
else 


begin

for every regola r che definisce pi do 

begin usa l’algoritmo 1 per calcolare l’espressione Er che calcola la relazione associata al corpo di r in termini delle espressioni per le relazioni associate a p1,p2,…,pi-1
end;
se la testa delle regole che definiscono pi è pi(X1,X2, …Xm) l’espressione 
per Pi è 
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Esempio 5. Supponiamo che la base di dati contenga le relazioni R ed S a cui sono associati rispettivamente il predicato r e il predicato s. Consideriamo il seguente programma Datalog:

(1) p(a,Y) :- r(X,Y)

(2) p(X,Y) :- s(X,Z) & r(Z,Y)

(3) q(X,X) :- p(X,b)

(4) q(X,Y) :- p(X,Z) & s(Z,Y).

La rettificazione delle regole produce:

(5) p(W,Y) :- r(X,Y) & W=a

(6) p(W,Y) :- s(W,Z) & r(Z,Y)

(7) q(X,Y) :- p(Y,b) & X=Y

(8) q(X,Y) :- p(X,Z) & s(Z,Y).

La costruzione del grafo delle dipendenze produce il seguente grafo:
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Il sorting topologico di tale grafo produce uno dei due ordinamenti: r, s, p, q oppure s, r, p, q.

L’espressione per la relazione P associata al predicato p è:

(1) 
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L’espressione per la relazione Q associata al predicato q si ottiene da:
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sostituendo ad ogni occorrenza di P l’espressione (1).




(
Teorema 2. Le relazioni risultanti valutando le espressioni prodotte dall’Algoritmo 2 costituiscono:

1) per ogni predicato intenzionale l’insieme dei fatti che possono essere provati mediante le regole a partire dai fatti contenuti nella base di dati

2) l’unico modello minimale per le regole consistente con la base di dati.

Dimostrazione. 

1) Un fatto può essere provato mediante una regola sostituendo dei valori alle variabili nel corpo della regola: se ogni subgoal nel corpo della regola è reso vero dalla sostituzione allora quella stessa sostituzione, ristretta alle variabili che compaiono nella testa della regola, rende vera la testa e quindi costituisce un fatto per il predicato che compare nella testa. Pertanto l’affermazione 1) può essere dimostrata per induzione sull’ordine in cui i predicati vengono considerati dall’algoritmo.

2) Mostriamo prima che le relazioni risultanti valutando le espressioni prodotte dall’Algoritmo 2 costituiscono un modello per le regole consistente con la base di dati. Infatti, per qualsiasi sostituzione di valori alle variabili se il corpo di una regola è vero (ogni subgoal nel corpo della regola è reso vero) allora è vera la testa (in quanto i valori sostituiti alle variabili che compaiono nella testa costituiscono una tupla della relazione associata al predicato); pertanto ogni regola è soddisfatta da ogni sostituzione di valori. E’ banale vedere che il modello è consistente con la base di dati.

Mostriamo che tale modello è minimale. Supponiamo per assurdo che p(a1,a2,…,am) sia falso e che (a1,a2,…,am)(P. Se (a1,a2,…,am)(P, deve esistere una regola r che definisce p e una sostituzione di valori alle variabili che compaiono in r tale che ogni subgoal nel corpo della regola è reso vero dalla sostituzione e la testa diventa p(a1,a2,…,am) in seguito alla sostituzione. Poiché p(a1,a2,…,am) è falso, esiste una regola e una sostituzione di valori alle variabili tali che la regola non è soddisfatta, in quanto il corpo (antecedente) è vero e la testa (conseguente) è falsa.






(
8. Programmi Datalog ricorsivi.

L’Algoritmo 2 non può essere utilizzato nel caso di programmi Datalog ricorsivi in quanto non c’è modo di ordinare i predicati che si trovano su un ciclo. 

Sia dato un programma Datalog ricorsivo con predicati estensionali r1,r2,…,rk e predicati intenzionali p1,p2,…,pn. e siano R1,R2,…,Rk le relazioni della base di dati (associate, rispettivamente, a r1,r2,…,rk) . Indichiamo con P1,P2,…,Pn rispettivamente l’insieme dei fatti per p1,p2,…,pn che possono essere provati a partire dalla base di dati applicando le regole; tali insiemi sono inizialmente (finchè non si applicano regole per derivare nuovi fatti) vuoti. D’altra parte la valutazione dell’espressione 

Eval(pi,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn)

(che permette di calcolare la relazione associata a Pi) fornita dall’Algoritmo 2, produce fatti provabili per pi e questi possono a loro volta essere utilizzati per produrre nuovi fatti. Pertanto se eseguiamo ripetutamente le assegnazioni:

P1:= Eval(p1,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn)

P2:= Eval(p2,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn)
.

.

.
Pn:= Eval(pm,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn)
possiamo generare tutti i fatti provabili per p1,p2,…,pn. Dopo un certo numero di iterazioni i valori di P1,P2,…,Pm non variano più in quanto l’insieme dei fatti provabili a partire da un insieme finito è finito. Pertanto gli insiemi dei fatti provabili per p1, p2,…, pn soddisfano le seguenti equazioni:

P1= Eval(p1,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn)

P2= Eval(p2,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn)
.

.

.
Pn= Eval(pm,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn)
dette equazioni Datalog. Una soluzione delle equazioni Datalog viene detta punto fisso. Da quanto detto abbiamo che gli insiemi dei fatti provabili costituiscono un punto fisso. D’altra parte non esiste un unico punto fisso per un dato insieme di equazioni Datalog, come mostra il seguente esempio.

Esempio 6. Supponiamo di avere una relazione GENITORE (FIGLIO,GEN) a cui è associato il predicato estensionale genitore.  Il seguente programma Datalog permette di esprimere la relazione di parentela antenato.

antenato(X,Y):- genitore(X,Y)

antenato(X,Y):- antenato(X,Z) & antenato(Z,Y)

Poiché il programma definisce un solo predicato (antenato) otterremo un’unica equazione Datalog:

ANTENATO(X,Y)= GENITORE(X,Y) ((XY(ANTENATO(X,Z) (( ANTENATO(Z,Y)).

Se l’istanza corrente di GENITORE è:

	GENITORE
	FIGLIO
	GEN

	
	a
	b

	
	b
	c


una soluzione dell’equazione è:

	ANTENATO
	X
	Y

	
	a
	b

	
	b
	c

	
	a
	c


che è l’insieme dei fatti provabili per antenato e costituisce insieme a GENITORE l’unico modello minimale per le regole date. Infatti:

	ANTENATO
	X
	Y

	
	a
	b

	
	b
	c

	
	a
	c


	
	GENITORE
	X
	Y
	
	ANTENATO
	X
	Z
	
	ANTENATO
	Z
	Y
	

	=
	
	a
	b
	( ((XY(
	
	a
	b
	((
	
	a
	b
	))

	
	
	b
	c
	
	
	b
	c
	
	
	b
	c
	

	
	
	
	
	
	
	a
	c
	
	
	a
	c
	



D’altra parte anche

	ANTENATO
	X
	Y

	
	a
	b

	
	b
	c

	
	a
	c

	
	a
	a


che contiene propriamente l’insieme dei fatti provabili per antenato e costituisce insieme a GENITORE un modello (non minimale) per le regole date, è un punto fisso; infatti:

	ANTENATO
	X
	Y

	
	a
	b

	
	b
	c

	
	a
	c

	
	a
	a


	
	GENITORE
	X
	Y
	
	ANTENATO
	X
	Z
	
	ANTENATO
	Z
	Y
	

	=
	
	a
	b
	( ((XY(
	
	a
	b
	((
	
	a
	b
	))

	
	
	b
	c
	
	
	b
	c
	
	
	b
	c
	

	
	
	
	
	
	
	a
	c
	
	
	a
	c
	

	
	
	
	
	
	
	a
	a
	
	
	a
	a
	


Infine possiamo osservare che non tutti i modelli sono punti fissi; infatti, se l’istanza corrente di GENITORE è l’insieme vuoto la relazione

	ANTENATO
	X
	Y

	
	a
	b


costituisce insieme a GENITORE un modello per le regole date, ma non è un punto fisso in quanto:

	ANTENATO
	X
	Y

	
	a
	b


	(  (
	( ((XY(
	ANTENATO
	X
	Z
	((
	ANTENATO
	Z
	Y
	))

	
	
	
	a
	b
	
	
	a
	b
	


(
L’Esempio 6 mostra due punti fissi che contengono l’insieme dei fatti provabili e sono modelli. È lecito quindi chiedersi se è vero che ogni punto fisso contiene l’insieme dei fatti provabili e che ogni punto fisso è un modello.

Teorema 3. Dato un programma Datalog con predicati estensionali r1,r2,…,rk e predicati intenzionali p1, p2,…, pn, se P1,P 2,…,Pn è un punto fisso e (a1,a2,…,am) è un fatto provabile per pi allora (a1,a2,…,am) ( Pi.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che (a1,a2,…,am) sia un fatto provabile per pi e (a1, a2,…,am) ( Pi. Poiché P1,P 2,…,Pn è un punto fisso si ha che 

Pi= Eval(pi,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn);
pertanto (a1,a2,…,am) ( Eval(pi,R1,R2,…,Rk,P1,P2,…,Pn). Ciò significa che per nessuna regola r che definisce pi e per nessuna sostituzione di valori alle variabili tale che la testa di r diventa pi(a1,a2,…,am) in seguito alla sostituzione, ogni subgoal nel corpo di r è reso vero. Pertanto (a1,a2,…,am) non è un fatto provabile per pi (contraddizione).




(
Teorema 4. Dato un programma Datalog con predicati estensionali r1,r2,…,rk e predicati intenzionali p1,p2,…,pn, se P1,P2,…,Pn è un punto fisso allora P1,P2,…,Pn,R1,R2,…,Rk è un modello.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che P1,P2,…,Pn sia un punto fisso e che P1,P2,…,Pn,R1,R2,…,Rk non sia  un modello. In tal caso deve esistere una regola r e una sostituzione di valori alle variabili di r tale che 

1) ogni subgoal nel corpo di r è reso vero dalla sostituzione 

2) la testa di r diventa pi(a1,a2,…,am) in seguito alla sostituzione

3) la tupla (a1,a2,…,am) non appartiene a Pi.
Per 1) e 2) (a1,a2,…,am) è un fatto provabile per pi e quindi per il Teorema 3 (a1,a2,…,am) deve  appartenere a Pi; ciò contraddice la 3).






(
L’Esempio 6 mostra anche che non tutti i modelli sono punti fissi. Tuttavia è possibile dimostrare che tutti i modelli minimali sono punti fissi. A tale scopo introduciamo il concetto di punto fisso minimale.

Dato un programma Datalog con predicati estensionali r1,r2,…,rk e predicati intenzionali p1,p2,…,pn, siano S1 = (P11,P12,…,P1n( e S2 = (P21,P22,…,P2n( due punti fissi. Diciamo che S1( S2 se P1i( P2i, i=1,…n, e che S1( S2 se S1( S2 ed esiste un i tale che P1i( P2i. Inoltre diciamo che S è un

· punto fisso minimale se non esiste un punto fisso S′ tale che S′(S

· punto fisso minimo se per ogni punto fisso S′ si ha S(S′.

Teorema 5. Dato un programma Datalog con predicati estensionali r1,r2,…,rk e predicati intenzionali p1,p2,…,pn, se P1,P2,…,Pn,R1,R2,…,Rk è un modello minimale allora P1,P2,…,Pn è un punto fisso minimale. 

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che P1,P2,…,Pn,R1,R2,…,Rk sia un modello minimale e S=(P1,P2,…,Pn( non sia un punto fisso minimale. In tal caso deve esistere un punto fisso S′=(P′1,P′2,…,P′n( tale che S′(S, cioè tale che esiste i per cui P′i( Pi. Ma allora, per il Teorema 4, P′1,P′2,…,P′n,R1,R 2,…,R k è un modello; ciò contraddice il fatto che P1,P2,…,Pn,R1,R2,…,Rk sia un modello minimale.








(
Algoritmo 3. Calcolo delle relazioni associate ai predicati intenzionali di un programma Datalog
Input. Un un programma Datalog con predicati estensionali r1,r2,…,rk e predicati intenzionali p1,p2,…,pn,  e le relazioni R1, R2,…, Rk associate ai predicati estensionali.

Output. Il minimo punto fisso.

Metodo. 


for i:=1 to n do Pi :( (;


repeat 



for i:=1 to n do  Qi :( Pi;
for i:=1 to n do Pi :( Eval(pi,R1,R2,…,Rk,Q1,Q2,…,Qn)

until  (i (Pi ( Qi).

Teorema 6. L’Algoritmo 3 produce il minimo punto fisso delle equazioni del programma Datalog a cui è applicato rispetto alle relazioni date per  i predicate estensionali.

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare innanzitutto che l’algoritmo si ferma. A tale scopo abbiamo bisogno di due risultati intermedi (le proposizioni (a) e (b) seguenti)

Indichiamo con Pi(j) il valore di Pi dopo la j-esima esecuzione del corpo del ciclo repeat. 

Proviamo che:

(a) le tuple che vengono inserite in ciascun Pi consistono di valori che sono presenti nella base di dati o che compaiono nelle regole.

La prova può essere fatta per induzione su j. 

Base (j=0).  Pi(0)((, per ogni i. Pertanto (a) è banalmente vera.

Induzione (j>0). Poiché nella funzione Eval compaiono soltanto unione, selezione, proiezione, join naturale e prodotto cartesiano e nessuna di queste operazioni introduce valori che non sono presenti negli operandi, se (a) è vera per Pi(j-1), i=1,…,n, allora è vera per Pi(j), i=1,…,n.

Proviamo ora che

(b) Pi(j-1)(Pi(j) per ogni i, i=1,…,n.

Di nuovo la prova può essere fatta per induzione su j. 

Base (j=1). ((Pi(0)(Pi(1) per ogni i, i=1,…,n.

Induzione (j>1). Per l’ipotesi induttiva Pi(j-2)(Pi(j-1) per ogni i, i=1,…,n. Osserviamo che la funzione Eval è monotona in quanto in essa compaiono soltanto unione, selezione, proiezione, join naturale e prodotto cartesiano che sono funzioni monotone. Pertanto dall’ipotesi induttiva segue che:

Pi(j-1)(Eval(pi, R1,R2,…,Rk,P1(j-2),P2(j-2),…,Pn(j-2)) ( Eval(pi,R1,R2,…,Rk,P1(j-1),P2(j-1),…,Pn(j-2))(Pi(j).

Siamo ora in grado di dimostrare che l’Algoritmo si ferma. Indichiamo con ai l’arità del predicato pi. Sia a il massimo degli ai e b il numero di valori presenti nella base di dati o nelle regole. In ogni Pi possono essere inserite al più ba tuple. Pertanto dopo al più nba iterazioni si esce dal ciclo repeat e quindi l’Algoritmo si ferma.

Dimostriamo ora che i valori per P1,P2,…,Pn prodotti dall’Algoritmo costituiscono un punto fisso minimo. Poiché quando si esce dal ciclo ogni Pi coincide con Qi, P1,P2,…,Pm costituiscono una soluzione delle equazioni Datalog (e quindi costituiscono un punto fisso). Mostriamo che è minimo. Sia S=(P1,P2,…,Pm( e sia S′=(P′1,P′2,…,P′m( un qualsiasi punto fisso. Per dimostrare che S(S′ è sufficiente dimostrare, per induzione su j, che Pi(j)(P′i per ogni i, i=1,…,n.

Base (j=0). ((Pi(0)(P′i per ogni i, i=1,…,n.

Induzione (j>0). Per l’ipotesi induttiva Pi(j-1)(P′i per ogni i, i=1,…,n. Per la monotonicità di Eval si ha:

Pi(j)(Eval(pi, R1,R2,…,Rk,P1(j-1),P2(j-1),…,Pn(j-1)) ( Eval(pi,R1,R2,…,Rk,P′1,P′2,…,P′n)(P′i.
(
Esempio 7. Consideriamo la base di dati e la query 3 nel paragrafo 1. Un altro modo possibile per formulare tale query è il seguente:

superiore(X,Y) :- impiegato(X,N,Y,R)

superiore(X,Y) :- superiore(X,Z) & superiore(Z,Y) 
sup_Rossi(X,Y,Z,V):- impiegato(X,Y,Z,V) & superiore(C,X) & impiegato(C,’Rossi’,S,R).

Le equazioni Datalog sono:

SUPERIORE ( (XY(IMPIEGATO(X,N,Y,R))( (XY(SUPERIORE(X,Z) (( SUPERIORE(Z,Y))

SUP_ROSSI ( (XYZV(IMPIEGATO(X,Y,Z,V) (( SUPERIORE(C,X) (( (CSR(($2=’Rossi’ (IMPIEGATO))(C,S,R))
È facile verificare che le relazioni

	SUPERIORE
	i1
	i2
	
	SUP_ROSSI
	i2
	Verdi
	i3
	r1

	
	i2
	i3
	
	
	i3
	Bianchi
	i4
	r2

	
	i3
	i4
	
	
	i4
	Neri
	-
	r2

	
	i1
	i3
	
	

	
	i1
	i4
	
	

	
	i2
	i4
	
	

	
	i1
	-
	
	

	
	i2
	-
	
	

	
	i3
	-
	
	

	
	i4
	-
	
	


prodotte dall’applicazione dell’Algoritmo 3, costituiscono una soluzione (punto fisso) delle equazioni.
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