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Introduzione

Il Simulated Annealing (indicato con SA nel seguito), è divenuto negli ultimi anni una euristica ampiamente discussa. Autori come Johnson et al. forniscono eccellenti descrizioni del SA con analogie e paragoni rispetto alla fisica del fenomeno di formazione delle strutture cristalline. Aarts e Korst ne inquadrano la storia, dalle origini dell’idea principale negli anni ’50 fino alla sua applicazione nei problemi di ottimizzazione negli anni ’80. Il SA costituisce una tecnica generale di ottimizzazione per la risoluzione di problemi di ottimizzazione combinatoriale [2]. L'algoritmo si basa su tecniche stocastiche. Inoltre include un certo numero di concetti che sono in relazione con gli algoritmi di miglioramento iterativo. Dal momento che questi concetti giocano un ruolo fondamentale nella comprensione dell'algoritmo di SA, è giusto introdurre brevemente delle tecniche di ricerca e miglioramento iterativo delle soluzioni. Gli algoritmi di ricerca e miglioramento iterativo delle soluzioni sono conosciuti col nome di algoritmi di ricerca locale [2]. Il funzionamento di questi ultimi si può sintetizzare nel seguente modo: a partire da una configurazione A, si esegue una sequenza di iterazioni, ognuna delle quali consiste di una transizione dalla configurazione corrente verso un'altra che appartiene all'intorno di A. Se la transizione dà luogo ad un miglioramento del costo, la configurazione corrente viene rimpiazzata dalla sua vicina, altrimenti una nuova configurazione tra quelle vicine viene selezionata per un nuovo confronto. L'algoritmo termina quando si ottiene una configurazione che ha costo non peggiore di ogni altra configurazione vicina. Gli svantaggi di tale algoritmo possono essere così riassunti:
·  per definizione, l'algoritmo di ricerca locale termina in un minimo locale, e non si ha nessuna informazione su quanto tale minimo differisca dal minimo globale;

·  la qualità del minimo locale ottenuto dipende dalla configurazione iniziale scelta e nessun criterio generale stabilisce un modo per selezionare un punto di partenza dal quale ottenere buone soluzioni;

·  in generale, non si possono dare limiti al tempo di completamento dell'algoritmo.

La ricerca locale ha però il vantaggio di essere in generale applicabile con facilità: la definizione delle configurazioni, della funzione costo e del meccanismo di generazione non creano in genere difficoltà. Per rimediare agli svantaggi menzionati, sono state introdotte alcune varianti nell'algoritmo:
1. esecuzione dell'algoritmo su un elevato numero di configurazioni iniziali

distribuite uniformemente sull'insieme delle configurazioni possibili;
2. uso delle informazioni ricavate dalle precedenti esecuzioni per migliora-

re la scelta della configurazione iniziale per la successiva computazione;
3. introduzione di un meccanismo di generazione più complesso (oppure, equivalentemente, un allargamento del concetto di vicinanza), per rendere l'algoritmo capace di sorpassare gli ottimi locali;
4. introduzione della possibilità di accettare configurazioni che forniscono

un peggioramento del valore dalla funzione costo. Nell'algoritmo di ricerca locale sono accettati solo miglioramenti del costo delle soluzioni.
Le varianti corrispondenti al secondo e al terzo punto dipendono dal problema trattato. Il primo punto è un modo tradizionale di risolvere con algoritmi di approssimazione problemi di ottimizzazione combinatoriale. Un algoritmo che utilizza il quarto punto è l'algoritmo di SA. Le soluzioni ottenute con l'algoritmo di approssimazione basato sul SA non dipendono dalla configurazione iniziale, e riescono generalmente ad approssimare bene l'ottimo globale. E’stato dimostrato teoricamente in [2] che il SA, visto come un algoritmo di ottimizzazione, trova asintoticamente l'ottimo globale. L'algoritmo di SA non manifesta gli svantaggi dell'algoritmo di ricerca locale, ed è
ugualmente un algoritmo applicabile alla generalità dei problemi.
2. Algoritmo del Simulated Annealing
È una metodologia di ricerca altamente adatta per qualunque problema di ottimizzazione non convessa. Di seguito è riportata la formulazione generale di un problema  convesso: 
                                       min              f(x)

                            (CP)   s.t.     gi(x) ≤ 0            i = 1, . . . ,m
                                           (ak)t x − bk = 0       k = 1, . . . , p
dove le funzioni f, gi : Rn → R sono convesse e con derivate continue e dove ak appartiene ad Rn  e bk a R. La regione ammissibile del problema (CP) `e un insieme convesso. Ogni ottimo locale di (CP) è ottimo globale.

 La metodologia non si occupa di questo tipo di problemi e fonda le sue basi nella statistica meccanica. È stata sviluppata originariamente da Kirkpatrick et al. per risolvere problemi di ottimizzazione combinatoriale e discreta. Il SA è nato come metodo di simulazione della tempra (annealing) dei solidi. L’annealing è il processo con il quale un solido, portato allo stato fluido, mediante riscaldamento ad alte temperature, viene riportato poi di nuovo allo stato solido o cristallino, a temperature basse, controllando e riducendo gradualmente la temperatura. Ad alte temperature, gli atomi nel sistema si trovano in uno stato altamente disordinato e quindi l’energia del sistema è elevata. Per portare tali atomi in una configurazione cristallina altamente ordinata (statisticamente), deve essere abbassata la temperatura del sistema. Riduzioni veloci della temperatura possono causare difettosità nel reticolo cristallino con conseguente metastabilità, con fessurazioni e fratture del reticolo stesso (stress termico) [3]. L’annealing evita questo fenomeno procedendo ad un graduale raffreddamento del sistema, portandolo ad una struttura globalmente ottima stabile. 
Il sistema si dice essere in equilibrio termico alla temperatura T se la probabilità P(Ei) di uno stato avente energia Ei è governata dalla distribuzione di Boltzmann :
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Dove kB è la costante di Boltzmann. Al decrescere della temperatura, la distribuzione di Boltzmann fornisce un numero crescente di stati con energia più bassa; quando la temperatura si avvicina a zero, l'unico stato energetico che ha probabilità di verificarsi è quello di energia minima.
E noto da [3] che se il raffreddamento è troppo rapido, per esempio se non si permette al solido di raggiungere l'equilibrio termico per ogni valore di temperatura, alcuni difetti possono essere inclusi nella struttura del solido, arrivando così a formare strutture amorfe. L'annealing deve invece conseguire la formazione di una struttura regolare di minima energia. Per simulare l'evoluzione dell'equilibrio termico di un solido per un valore fissato T di temperatura, Metropolis e altri [9] hanno proposto il metodo Monte Carlo. Questo algoritmo ha un ruolo fondamentale per l’applicazione del metodo SA a problemi di ottimizzazione. La caratteristica essenziale dell’algoritmo di Metropolis è che genera un insieme di configurazioni a ogni temperatura T. La proprietà fondamentale è che le energie delle differenti configurazioni possono essere rappresentate dalla distribuzione di Boltzmann. Il metodo comincia da una assegnata configurazione iniziale degli atomi in un sistema con energia E0. Vengono quindi generate successive configurazioni con piccole perturbazioni casuali della configurazione corrente. Viene deciso se accettare o rigettare la configurazione in base alla differenza fra l’energia della configurazione corrente e quella della nuova configurazione (o configurazione candidata). Tale decisione è influenzata dal fatto che le energie del sistema delle configurazioni accettate devono formare una distribuzione di Boltzmann se si è raggiunto l’equilibrio termico. L’algoritmo di Metropolis accetta sempre una soluzione candidata la cui energia Ej è inferiore a quella della configurazione corrente (Ei). Per contro se l’energia Ej della configurazione candidata è più grande di quella della configurazione corrente, allora la candidata è accettata con la seguente probabilità :
P(ΔE)= exp(− ΔE ∕ KBT)
dove ΔE= Ej - Ei. La temperatura serve solo come valore di controllo. che implicitamente definisce la regione della spazio di stato esplorato dall’algoritmo in un

particolare stadio. Vi è un certo numero di parametri che l’analista deve decidere per implementare il metodo, consentendo ampia libertà di scelta e quindi elevata applicabilità. Tuttavia la taratura di un numero elevato di parametri causa un duro lavoro iniziale affinché il metodo possa convergere. Un vantaggio fondamentale del SA è che l’analista lo può applicare a problemi di ottimizzazione per i quali non ha una conoscenza profonda. 
L’algoritmo SA per un problema di ottimizzazione può essere riassunto nel seguente generico algoritmo:
1. Sia data una configurazione iniziale o soluzione x0 con energia o valore della funzione obiettivo E0. Selezionare un valore iniziale T0 per la temperatura.
2. Per ogni stadio della temperatura eseguire i seguenti passi:

A. Generare una soluzione candidata ammissibile attraverso una perturbazione casuale della configurazione corrente. Valutare la differenza di energia  ΔE tra le due configurazioni.
             B.    Se ΔE ≤ 0 allora la nuova configurazione sostituisce la vecchia. 

Se ΔE ≥ 0 allora la nuova configurazione verrà accettata con una       probabilità pari a : P(ΔE)= exp(− ΔE ∕ KBT). Quindi aggiornare se necessario la nuova configurazione.

             C.   Se non si è raggiunto l’equilibrio termico ritornare al passo A  altrimenti 

                    proseguire con il passo successivo.

 3. Se il processo è incompleto ridurre la temperatura e ritornare al passo 2.
3. Schema di Raffreddamento
Il successo nella ricerca delle soluzioni ottime globali e le prestazioni dell’algoritmo sono determinate dalla riduzione della temperatura, quindi diventa necessario scegliere un appropriato schema di riduzione degli stadi di temperatura determinando quando e quanto ridurre (ricordiamo che l’analogia è sempre con il processo di raffreddamento dei solidi). Diventa necessario determinare quando se ad una data temperatura le energie o i valori della funzione obiettivo delle soluzioni accettate approssimano la distribuzione di Boltzmann per quello stadio di temperatura. Chiaramente più elevato è il numero di soluzioni accettate, più si approssima la distribuzione di Boltzmann. Ciò porta però ad elevare notevolmente il tempo di calcolo, quindi si adotta un parametro detto transizione. Il numero di transizioni ad ogni stadio di temperatura deve essere tale da assicurare che si passi da uno stadio termico al successivo solo quando si è raggiunto l’equilibrio ossia le configurazioni siano distribuite secondo una probabilità di Boltzmann. Altrettanto fondamentale è scegliere di quanto diminuire la temperatura. Infatti una riduzione troppo rapida porterebbe  alla possibilità che l’algoritmo rimanga confinato in un minimo locale. Al contrario, se si riduce la temperatura troppo lentamente si ha un aumento degli stadi di temperatura con un conseguente innalzamento del tempo di calcolo. In conclusione possiamo dire che lo schema di raffreddamento deve essere scelto in base al problema specifico che si sta trattando. Di base vi sono due schemi di raffreddamento: geometrico e logaritmico. Il primo è più semplice e viene utilizzato da molti ricercatori: la temperatura viene ridotta, ad ogni stadio, moltiplicandola per una costante chiamata cooling ratio, che ha un valore compreso fra 0 ed 1. Lo schema di raffreddamento logaritmico è un metodo più complesso utilizzato solo in particolari casi. 

4. Criterio di Interruzione
La determinazione di un appropriato criterio di interruzione è un fattore critico per il successo del SA. Il processo di annealing converge ad un ottimo globale se la temperatura è sufficientemente ridotta in modo graduale. Al fine di evitare eccessivo tempo di calcolo, ciò che viene usualmente fatto è di interrompere il processo quando il numero di soluzioni accettate ad un certo stadio è inferiore ad un valore fissato. In tal caso ci si può aspettare una soluzione prossima all’ottimo globale. Eventualmente, per affinare o verificare la bontà della soluzione ottenuta, è possibile utilizzare dei metodi di ricerca locale. Tipicamente, quando non si voglia effettuare un criterio di interruzione, è possibile utilizzare un valore finale della temperatura. Tale valore corrisponde dal punto di vista fisico dell’annealing al valore della temperatura ambiente quando il bagno di fusione si è solidificato in una struttura cristallina stabile e di minima energia. Tecnicamente tale valore finale della temperatura viene stabilito in base al problema che si sta affrontando.

5. Generazione delle soluzioni e soluzione finale
Altro punto fondamentale per la velocità dell’algoritmo è la generazione delle soluzioni. La procedura di generazione, detta anche perturbazione, dovrebbe essere il più veloce possibile, in quanto il numero elevato di transizioni per ogni stadio di temperatura, se associato ad un elevato tempo di generazione di soluzioni candidate, porterebbe sicuramente ad un aumento esponenziale del tempo di calcolo. Ecco perché solitamente con questo metodo vengono utilizzate tecniche di perturbazione locale e/o di neighborhood search. Infatti tali tecniche consentono la generazione di soluzioni in tempi rapidissimi, anche se il loro valore non è molto “distante” da quello della soluzione corrente. Ciò aggiunge un altro non irrilevante vantaggio: la possibilità che la configurazione candidata sia anch’essa una soluzione ammissibile. Anche se per il SA è stata dimostrata la convergenza, si ricorda che questa si ha al prezzo di un elevato tempo di calcolo; di conseguenza ridurre tale tempo implica una più elevata velocità di riduzione della temperatura e un numero inferiore di transizioni, con la probabilità di interrompere il processo di annealing prima che sia arrivato a convergenza. In tal caso, dato il fluttuare del valore della soluzione, è  buona prassi, per ottenere una maggiore bontà della soluzione finale, conservare la migliore configurazione individuata man mano che l’algoritmo lavora. Ciò assicura che tale soluzione migliore possa essere recuperata, anche se il processo termina con una soluzione di valore peggiore.
6. Algoritmi Ibridi : SA combinato con la ricerca locale
In [8] viene proposta una implementazione dell'algoritmo di SA che usa una ricerca locale e un meccanismo chiamato salto, usato per esplorare meglio lo spazio delle soluzioni. Gli autori mettono in risalto come l'algoritmo di SA possa essere migliorato introducendo una strategia che campioni le soluzioni scegliendole solo tra gli ottimi locali. Per fare ciò bisogna realizzare una strategia che consenta di andare da un ottimo locale all'altro, oltrepassando tutte le configurazioni che stanno tra i due ottimi, la cui valutazione comporterebbe un aumento del tempo di esecuzione dell'algoritmo. Questa strategia viene realizzata dal meccanismo del salto e dalla successiva applicazione di una ricerca locale. Successivamente un algoritmo di ricerca locale si occupa di trovare un ottimo locale. Un esempio di uso di detta strategia di salto nella valutazione di una funzione obiettivo è mostrato in Figura 1. Partendo dalla configurazione A, il salto porta alla configurazione B; suc-cessivamente la ricerca locale fa assestare la soluzione corrente nel punto C.
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Fig 1: Esempio di meccanismo di salto usata nell'algoritmo di Martin e Otto per la         valutazione di una funzione obiettivo.
Quindi si accetta o si rifiuta la nuova soluzione secondo la normale procedura dell'algoritmo di SA. Senza questa strategia, l'algoritmo di SA avrebbe esplorato tutto lo spazio delle soluzioni, e per giungere al punto C avrebbe dovuto effettuare una serie di accettazioni e rifiuti. L'algoritmo di ricerca locale e il meccanismo di salto dipendono dal problema trattato. Nel caso del problema del commesso viaggiatore (TSP), che costituisce il caso di studio del lavoro esposto in [8], gli autori impiegano l'algoritmo di ricerca locale di Lin-Kerninghan [6]. La scelta del salto porta gli autori a cercare una trasformazione della soluzione che non sia possibile conseguire attraverso la semplice applicazione dell'algoritmo di ricerca locale. Dal momento che l'algoritmo di Lin-Kerninghan cerca di migliorare la soluzione dapprima applicando tutte le trasformazioni che scambiano 2 archi del percorso, per poi passare alle trasformazioni su 3 archi, e così via, gli autori implementano il salto applicando una trasformazione su 4 archi, che non può essere ottenuta come composizione di due trasformazioni successive su 2 archi. Per fare ciò dapprima effettuano una trasformazione su 2 archi che sconnette il percorso, poi lo riconnettono con un'altra trasformazione di 2 archi. Un esempio di salto è riportato in Figura 2; si possono vedere gli archi che connettono le città (che non sono rappresentate), e due possibili percorsi per connettere tutte le città. Il primo percorso è quello precedente al salto, e si ottiene considerando solamente gli archi disegnati con la linea non tratteggiata; il secondo percorso (successivo al salto) si ottiene togliendo gli archi contraddistinti con le lettere A, B,C, D e inserendo al loro posto i quattro archi tratteggiati. I test effettuati dimostrano come l'algoritmo si comporti meglio del metodo SA standard, riuscendo a trovare la soluzione ottima del problema del commesso viaggiatore con 783 città in circa un'ora. Il limite della strategia è che la definizione del salto dipende fortemente dal problema trattato.
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Fig 2: Esempio di salto per il problema TSP usato da Martin e Otto
7. Conclusioni
In questa tesina si è voluto presentare l'algoritmo di SA e introdurre brevemente gli algoritmi di ricerca locale. Entrambi gli algoritmi si adattano facilmente ai vari problemi di ottimizzazione combinatoria. L'algoritmo di SA presenta alcuni vantaggi sull'algoritmo di ricerca locale:
· la qualità della soluzione trovata non dipende, come nell'algoritmo di ricerca locale, dalla soluzione di partenza;
· è stata dimostrata la convergenza in un tempo finito dell'algoritmo di SA verso l'ottimo globale.
Naturalmente si hanno anche degli aspetti negativi: l'algoritmo di SA per poter fornire buone soluzioni richiede in genere un lungo tempo di esecuzione se confrontato, ad esempio, con quello necessario a raggiungere la convergenza con altri metodi. Un sostanziale miglioramento di quest'ultimo si può ottenere con implementazioni che possono essere eseguite su elaboratori paralleli.
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