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Archi da rovesciare in un albero

ESERCIZIO:

In un grafo aciclico T con n nodi (0, 1,2,...,n — 1) gli archi sono stati orientati a caso. Vogliamo
sapere in quali nodi radicare il grafo in modo tale che risulti minimo il numero di archi la cui
direzione va invertita per far si che tutti i nodi siano raggiungibili dalla radice.

‘e 3334

Ad esempio in figura ¢ riportato a sinistra il grafo aciclico 7 con gli archi orientati ed a destra si
mostra che radicandolo nel nodo 3 bisogna poi invertire 3 archi.

Progettare un algoritmo che prende come parametro 1’albero orientato e in tempo O(n) risolve il
problema restituendo 1’insieme di nodi da scegliere come radici.

Esempi:

® Per I’albero diretto T=[[1], [1, [1], [2,4], [], [4,6], [], [6]] I'algoritmo deve restituire I’insieme {3, 5}.

e Per I’albero diretto T=[ [1, 2], [], [6],[0,7,8], [1], [1], [ 1, [ ], [ ]] ’algoritmo deve restituire I’insieme {3}.




Algoritmo “ignorante”

Un facile algoritmo consiste nel fare n visite, una radicata in
ciascun nodo e contare gli archi percorsi a rovescio.

Approfittiamo di questo facile algoritmo per decidere come sono
rappresentati i dati: per decidere in tempo (1) I'orientamento di
un arco assumiamo di avere una matrice O, tale che O[u][v]=1 se
e solo se I’arco e orientato nel verso u — v.

|Esercizio: sarebbe sufficiente un vettore dei padri?]

L’albero non orientato e rappresentato con liste di adiacenza.

def minR(G, 0):
min,nodoMin = contaR(G,0,0,0),0
def contaR(G, O, p, s): for v in range(1, len(G)):
nr = 0 nr = contaR(G, O, v, V)
for v in G[s]: if nr < min:
if v 1= p: min, nodoMin = nr, v
if O[v][s]: return min, nodoMin

nr = nr + 1
nr = nr + contaR(G, 0, s, V)
return nr




Piccoli ragionamenti sulle foglie

Analogamente, a destra,

In un albero non orientato le foglie
sono i nodi di grado 1. Nell’albero
a sinistra, conviene radicare la
'albero in s 0 in u?

L"albero di visita radicato in u &
uguale a quello radicato in s eccetto
per l'arco (u, s) che viene percorso
in direzione u — v. Quindi
radicando la visita in u si e forzati a
rovesciare un arco in piu.

conviene radicare la visita in u,

guadagnando un arco nella
direzione giusta.

Ma in generale?



Archi da rovesciare

Qual e la differenza tra ’albero di
visita T(s) radicato in s e quello
radicato in u, T(u)?

Tutti gli archi vengono percorsi
nella stessa direzione, ad esclusione
di quelli nel cammino da s a u che
vengono percorsi al contrario!

Con un’unica visita radicata in un nodo arbitrario s, possiamo
memorizzare per ogni nodo u:

e il numero di archi che si percorrono “a rovescio”, diciamo r(u);

* il numero di archi che si percorrono “dritti”, diciamo d(u).



Algoritmo efficiente

Modifichiamo l’algoritmo ignorante per raccogliere le

informazioni necessarie: sono sufficienti due vettori indicizzati
sui nodi, che chiamo r e d.

L’unica visita calcola il numero dei nodi da rovesciare radicando

la visita in 0 e i valori r[u] e d[u] per tutti gli altri nodi rispetto al
nodo 0.

def minR(G, 0):
r=[0 for _ in G]
d = [0 for _ in G]
contaR(G, 0, @, O, r, d)

min, nodoMin = r[@], ©
for v in range(1, len(G)):
rv = r[@]+d[v]-r[Vv]
if rv < min:
min, nodoMin = rv, Vv
return min, nodoMin

def contaR(G, O, p, s, r, d):
nr, nd = 0, ©
for v in G[s]:
if v = p:

if O[v][s]: nr = nr + 1
else: nd = nd + 1
nrv, ndv = contaR(G, O, s, v, r, d)
nr, nd = nr + nrv, nd + ndv

r[s], d[s] = nr, nd




Grafi semi-connessi

Esercizio 22.3-13 [Cormen]

Un grafo orientato G=(V, E) e semi-connesso se per ogni coppia di nodi u, v €
V, u~v oppure v ~ u.

Descrivere un algoritmo per determinare se G sia semi-connesso o meno.

Soluzione:

E facile osservare che un ciclo C & fortemente connesso ma anche semi-
connesso, semplicemente perché per ogni u, v in C, ho sempre sia u~> v
sia v ~ u. Questa proprieta estende immediatamente alle componenti
fortemente connesse.

Quindi il problema e interessante per i DAG, mentre in un grafo
generico riduce al problema di calcolare la semi-connessione del DAG
del grafo condensato.

Dimostriamo che un DAG é semi-connesso se e solo se contiene una
catena contenente tutti i nodi: uy — uy, > Uy — ... > u, ;1 — U,



Grafi semi-connessi

Proposizione

Un grafo orientato aciclico G = (V, E) e semi-connesso se e solo se contiene una
catena contenente tutti i nodi: vy » v, > V3 — ... >V, 1 — U,

Dimostrazione:

(¢) Questa implicazione & ovvia: presi v; e v; e i <j, posso sempre andare
da v; a v; seguendo la catena.

(¢) Assumiamo che non esiste tale catena completa, ma numeriamo i
nodi in accordo con un ordine topologico di G. Prendiamo il primo nodo
v, per cui non c’e I'arco v; — v, , ;. Siccome G é semi-connesso, ci deve
comunque essere un cammino v; ™ ;4 .

Tale cammino non puo passare per indici minori di 7, altrimenti genero
un ciclo (ricordate che i & il minimo indice che interrompe la catena).

Non puo passare per un nodo di indice k > i1+1 perché cio e in
contraddizione con v;,,< v, nell’ordinamento topologico scelto.

Quindi, affinché G sia semi-connesso, deve esistere 1'arco v; — v, , ;. [



Grafi semi-connessi

Il teorema precedente garantisce che G € un DAG se e solo se contiene
una catena di archi contenente tutti i nodi.

Questo implica che il G ammette un unico ordine topologico.
Tutto cid da un semplice algoritmo:
1. calcola I’ordine topologico

2. scorri la lista dei nodi nell’ordine topologico e verifica se
’arco v; ~ v; . € un arco del grafo.

L’algoritmo per grafi generici e lo stesso, ma occorre preventivamente
calcolare il grafo condensato e poi applicare quello per i DAG.

Esercizio: trovare adeguate strutture dati in modo che tutte le macro-
operazioni dell’algoritmo si possano svolgere in tempo O(n+m)



