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Capire la BFS & DFS

Come deve essere fatto un grafo non orientato connesso G affinché
la BFS e la DFS (radicate nello stesso nodo) producano lo stesso
albero di visita?

Soluzione:

In una visita DFS ho solo archi dell’albero e archi all’indietro.
In una visita BFS ho solo archi dell’albero e archi trasversali.

Quindi DFS(G)=BFS(G) solo se contengono solo archi dell’albero di
visita e quindi G é esso stesso un albero.

D’altro canto, anche se 1’ordine di esplorazione e in generale
diverso ¢ ovvio che se G fosse un albero, allora:

DFS(G) = BFS(G) = G.

Possiamo quindi dire che DFS(G)=BFS(G) se e solo se G € un
albero.



Esercizio: Capire le SCC

® Esercizio 10.1(1) Come cambia il numero delle componenti fortemente
connesse di un grafo orientato G se viene aggiunto un NUOVO arco u—v?

Soluzione: Distinguiamo due casi.

1) u e v appartengono alla stessa componente connessa: in questo
caso esistono gia due cammini, u~»vdauavev~udavau.
L’aggiunta del nuovo arco non modifica quindi le componenti
connesse di G.

2) u e v non appartengono alla stessa componente connessa: qui
distinguiamo due sotto-casi:

2a) esiste un cammino da v~u da v a u: questo implica che c’é¢ un
cammino da C(v) a C(u) nel grafo condensato G°““e quindi
creiamo un ciclo che fa collassare tutte le componenti connesse
nei cammini da C(v) a C(u) in G>*¢.

2b) non esiste un cammino da v~u: quindi non si generano
nuovi cicli e il numero rimane uguale.

In generale | G'5¢¢|< | G<¢|.



Esercizio

® Esercizio 2: Dato un grafo diretto G, fornire un algoritmo per determinare
un grafo G’ che ha gli stessi nodi e le stesse componenti connesse di G, ma
un numero minimo archi.

Il modo piu economico (in termini di archi) per avere n nodi in una
componente fortemente connessa € avere un unico ciclo semplice
con n archi.

Osserviamo che questo non e necessariamente un sottografo
(nell’esempio a sinistra, nessun sottografo G'=({v,, vy, v5}, E’) € una
componente fortemente connessa).

In un DAG, il grafo minimo che mantiene la stessa connessione ¢ la
riduzione transitiva (se u — v, v — z allora posso omettere
I'eventuale arco u — z).

® Esercizio (difficile): calcolare la riduzione transitiva.

oJole ojolo



distanza tra due
insiemi di nodi [3.9]




Distanza tra insiemi di nodi

Problema: Dato un grafo G=(V, E), e due insiemi dinodi U, Z < V,
dare un algoritmo per calcolare la distanza tra U e Z, definita come:

d(U, V)=min, ¢ ,e7 du, 2)

In figura, immaginiamo che U sia formato dai nodi verdi e Z dai
nodi azzurri: in rosso alcuni cammini che realizzano la minima
distanza d(U, Z), che in questo caso e 2.

Gli insiemi U e Z possono essere semplicemente rappresentati con i
loro vettori caratteristici, u e z, tali che u[i] == TRUE se solo se i € U,




Soluzione “troppo” ignorante

Al solito, e possibile applicare ciecamente la definizione, e per ogni
coppia di nodi (4, z) con u € U e z € Z: siccome la cardinalita di U e Z
puo essere alla peggio nell’ordine di 6(n), cid porta a un algoritmo
di complessita O(n?(n+m)).

def distUZ(G, u, z):
duz = |G.V|
forall v € V:
if u[v]:
forall w € V:
if z[w]:
d = dist(v, w)
if d < duz:
duz = d
return duz




Buona soluzione ignorante

Basta tuttavia osservare che una singola BFS puo calcolare le
distanze da un nodo a tutti gli altri, per far scendere la complessita
a O(n(n+m)), calcolando d(u, Z) per ogni u € U, facendo quindi

“solo” 6 (n) BFS.

Per amore di efficienza, é sufficiente fermare ogni BFS al primo

nodo di Z incontrato.

def distUzZ(G, u, z):
duz = |G.V|
forall v € V:
if uf[v]
d = distSetOfNodes(G, v, z)
if d < duz:
duz = d
return duz

def distSetOfNodes(G, s, z):

d = allocZero[|G.V|]
Q = newQueue()
d[s] = ©
enqueue(Q, s)
while not isEmpty(Q):
v = dequeue(Q)
forall w € G.adj[v]:
if d[w] < ©
diw] = d[v] + 1
enqueue(Q, w)
if z[w]:
return d[w]
return +oo




Soluzione smart

E tuttavia sufficiente fare una sola BFS in tempo O(n+m)!

Si caricano sulla coda inizialmente tutti i nodi di U, assegnando loro
distanza 0.

Poi si procede come una normale BFS, ancora arrestandosi appena si
trova un nodo in Z.

def distSetOfNodes(G, u, z):
d = allocZero[|G.V|]
Q = newQueue()
forall v € G.V:

if u[v]:
enqueue(Q, v)
d[v] = ©

while not isEmpty(Q):
v = dequeue(Q)
forall w € G.adj[v]:
if d[w] < ©
diw] = d[v] + 1
enqueue(Q, w)
if z[w]:
return d[w]
return +oo




Soluzione molto smart

Si puo tuttavia risolvere questo problema in O(n+m) con una sola
chiamata alla funzione che calcola la distanza tra due nodi!

Si modifica il grafo G aggiungendo due nodi, s” e t": s” ha un arco
verso tutti i nodi di U, +' un arco verso tutti i nodi di Z.

Tutti i cammini tra s” e ¢’ passano prima per un nodo di U e poi per
un nodo di Z prima di arrivare a t'. Avremo che d(s’, t') = d(U, Z) + 2

Nel grafo modificato
G =VUl{s, t'},

E=E U{(s,u):ucl}

U{(t) z):z€Z}

e sufficiente calcolare
d(s’, t').
Ci0o mostra ulteriormente
come la distanza tra due
nodi sia un problema piu

generale di quanto non
sembri!




cammini superminimi
(variazioni su Dijkstra)




Cammino superminimo (Lezione 9)

In un grafo pesato G, un cammino tra due nodi u e v € detto superminimo se
tra tutti i cammini di peso minimo tra u e v aventi ugual peso, ha anche
lunghezza minima (in numero di archi).

Assumendo tutti i pesi degli archi interi positivi, trovare il modo di usare
l’algoritmo di Dijkstra in modo che calcoli un albero di cammini
superminimi da un nodo sorgente s a tutti gli altri nodi.

Nel grafo in figura sono stati evidenziati tutti i cammini
superminimi. Ad esempio, viene preferito il cammino 1—-5 —6 di
peso 5 al cammino 1—-3 —2 —4 —6 sempre di peso 5, in quanto piu
corto.




Soluzione laboriosa

Soluzione 1: E possibile modificare la funzione che sceglie i minimi
(qui la chiamiamo relax), in modo che in caso di parita di peso, vada
a vedere la lunghezza dei cammini. Alternativamente, immaginare
di verificare I’ordine lessicografico su coppie (p, I).

Si tengono due vettori, uno con il valore del cammino minimo (in
peso) calcolato fino a quel momento, diciamo d, per un nodo, e uno
con la lunghezza del cammino minimo trovato fino a quel
momento, diciamo .

def relax(u, v, d, 1 ,p):
if d[v] > d[u] + w[u][V]:
d{v] = d[u] + w[u][V]

Tuttavia e possibile usare il plv] =u
. R 1[v] = 1[u] + 1
normale algoritmo di Dijkstra,

su un grafo modificato G’. if JF:;TJJFS] + wlu][v]:

Ma prima vediamo due and 1[v] > 1[u] + 1
esercizi preparatori. 1[v] = 1[u] + 1
p[v] = u

return True
return False




Es. prep. (1): Dijkstra & pesi negativi
® Perché I'algoritmo di Dijkstra fallisce con archi di peso negativo?

Sostanzialmente perché via via seleziona i nodi piu vicini alla radice
(un po’ come una BFS, ma generalizzando la nozione di vicinanza
con i pesi sugli archi).

Tuttavia, un nodo che “sembrava” stabilizzato alla sua distanza
minima potrebbe essere raggiunto da un cammino di costo minore a
causa di archi con pesi negativi. E quindi ecco un esempio
minimale:

Al nodo v viene assegnata distanza 2, in quanto nodo piu vicino a s,
e viene ritenuto dall’algoritmo di Dijkstra “stabilizzato” al suo costo
minimo. Infatti, con pesi positivi, nessun cammino che passa per u
potra essere migliore.



Esercizio preparatorio (2)

® Supponete di avere un un grafo G con pesi sugli archi w, anche negativi.
Calcolate W= min, w(e) e sostituite tutti i pesi w(e) con w’(e) = w(e) +
[W1.

L’algoritmo di Dijkstra usando w’ come pesi, restituisce risultati corretti

rispetto al problema originario? Fornire un controesempio. Quali cammini
vengono “privilegiati”?

La risposta € NO.
Intuitivamente, il problema e che un cammino lungo n “peggiora” il
suo peso di n | W | e quindi vengono favoriti i cammini pit corti.

Un immediato controesempio si vede con 3 nodi, che € anche lo
stesso controesempio al fatto che Dijkstra possa funzionare con
archi di peso negativo.




Cammino superminimo: soluzione

Abbiamo visto che le costanti additive favoriscono i cammini piu
corti, come necessario per calcolare il cammino superminimo.

Possiamo quindi perturbare i pesi con una costante additiva in
modo da favorire i cammini superminimi, ma non tanto che un
cammino di peso minore possa diventare piu pesante di uno di peso
maggiore.

Avendo gli archi pesi interi, due cammini di peso diverso hanno
come minima differenza 1. D’altra parte, avendo n nodji, i cammini
semplici hanno al pit1 n-1 archi. Quindi, definendo una nuova
funzione di costo w’(e) = w(e) + 1/n, abbiamo che ogni cammino c
avra un costo w’(c) = w(c) + I(c)/n < w(c)+1, dove I[(c) e la lunghezza
di c. Ergo, il peso dei cammini cambia meno di 1.

Conoscendo la precisione del peso degli archi, possiamo applicare
questo trucco anche se i pesi non sono interi: se A & la minima
differenza tra due cammini allora la costante da aggiungere e 4 /n.



