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Due Esercizi/Teoremi
❖Proposizione: In un grafo con almeno 2 nodi, ci sono sempre due 
nodi con lo stesso grado.
Dim: Assumiamo il grafo connesso. Se non lo fosse, prendiamo una 
componente connessa qualsiasi con almeno due nodi (se non c’è, ci 
sono almeno due nodi con grado 0).
Se n è il numero dei nodi della componente connessa, i gradi sono 
nell’intervallo [1, n – 1]. I nodi sono n. Per il principio dei buchi di 
piccionaia, almeno due nodi devono avere lo stesso grado. ☐

❖ Dato G = (V, E) il grafo complementare GC = (V, EC ) è il grafo 
con gli stessi nodi e l’insieme di archi EC = { (u, v) | (u, v) ∉ E }
Proposizione: Almeno uno tra G e GC è connesso.
Dim: Consideriamo il caso in cui G non sia connesso (altrimenti non 
c’è nulla da dimostrare perché G è connesso). 
Siano u, v due nodi qualsiasi di G. Se u e v appartengono a due 
diverse componenti connesse di G, allora c’è l’arco (u, v) in GC. 
Se sono nella stessa componente connessa diciamo G1, prendiamo 
un nodo qualsiasi z in un’altra componente connessa G2. Gli archi 
(u, z) e (z, v) sono allora in GC e quindi c’è il cammino u z v in GC. ☐



Nodi rimossi che non sconnettono (1)
❖Proposizione: In un grafo con almeno 2 nodi, c’è sempre almeno 
un nodo che può essere rimosso senza sconnettere il grafo.
Discussione: Dato un grafo G = (V, E) è facile vedere che tutti i nodi 
u di grado 1 possono sempre essere rimossi, mantenendo il grafo 
indotto dai nodi V ∖ { v } connesso.
Ad esempio, in un albero (non radicato), essendo aciclico, ci sono 
sempre nodi di grado 1 (diciamo le “foglie”) … e si possono 
rimuovere solo quelle! 
Un altro insieme notevoli di nodi sono i nodi appartenenti a un 
ciclo semplice: se il grafo è un unico grande ciclo, ogni nodo può 
essere rimosso lasciando una catenella filiforme aperta (vedi Fig. 1).
La cosa è diversa se i nodi di un ciclo sono “attaccati” ad altri “pezzi 
di grafo” (tra loro indipendenti): in tal caso potrebbe essere generata 
una sconnessione (vedi Figura 2).
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Nodi rimossi che non sconnettono (2)

La discussione precedente, tuttavia conduce a una semplice idea: 
ogni grafo connesso ha un sottoinsieme di archi che formano un 
albero ricoprente, cioè un sotto-grafo connesso minimale: ciò 
significa che se togliamo un altro arco, sconnettiamo il grafo.
Ad esempio, un albero ricoprente è l’albero ottenuto come risultato 
di una qualsiasi visita di un grafo connesso, come ad esempio la 
DFS o la BFS.
Rimuovendo una foglia f, l’albero rimasto è un albero ricoprente del 
grafo ottenuto rimuovendo f, che quindi (avendo un albero 
ricoprente connesso) è connesso.
Se la radice della visita ha un unico figlio, anche la radice può essere 
rimossa, mentre se ha almeno due figli, l’albero di visita ha almeno 
due foglie. In entrambi i casi, otteniamo che se un grafo è connesso 
e ha almeno 2 nodi, posso rimuovere almeno 2 nodi in modo che il 
sotto-grafo rimanente sia connesso.
Risultato: in ogni caso ci sono almeno 2 nodi che hanno la proprietà 
di poter essere rimossi, in modo che il grafo rimanente sia connesso.



Nodi rimossi che non sconnettono (3)
La dimostrazione è costruttiva, nel senso che contiene un semplice 
algoritmo per trovare i nodi che non sconnettono il grafo: si fa una 
visita (ad esempio una DFS) si prendono due foglie (se ci sono) 
oppure l’unica foglia e la radice della visita (se c’è un’unica foglia).
In figura, a sinistra un grafo (solo la rimozione del nodo 2 genera 
sconnessioni). Al centro e a destra due possibili DFS (ricordiamo 
che ogni grafo può avere molte DFS, che dipendono dal nodo in cui 
è radicata e dall’ordine in cui si esplorano gli archi): 
• al centro, posso rimuovere la radice (il nodo 1) e la foglia (nodo 3)
• a destra, posso rimuovere due delle 3 foglie (nodi 1, 3 e 4) 
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Orientare archi per 
ottenere un DAG



Esercizio
Problema: Dato un grafo diretto aciclico G = (V, E) e un insieme di archi 
non orientati E’⊆V ×V, descrivere un algoritmo per orientare gli archi in E’ 
in modo che possano essere aggiunti a G senza generare cicli.
Come si possono orientare gli archi di un grafo non orientato per ottenere 
un DAG?

Esempio di DAG e archi da 
aggiungere (tratteggiati)
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Esempio di orientamento degli 
archi aggiunti tratteggiati



Orientamento di archi
Siccome G è un DAG, ammette un ordine topologico ≤TS, e quindi 
oriento tutti gli archi di E’ in accordo con ≤TS. L’idea è corretta perché 
≤TS è un ordine topologico anche per G*, che quindi è un DAG.
La finezza era: come calcolare ≤TS in 𝛳(1)? Ovviamente la lista 
ordinata nell’ordine topologico aiuta poco a questo scopo…
Pensando all’algoritmo che iterativamente sceglie nodi con grado 
entrante 0, si può costruire un vettore TS indicizzato sui nodi che 
registra il tempo di scelta di un nodo. Quindi u ≤TS v sse TS[u] <TS[v]. 
Pensando all’algoritmo che ordina in senso inverso ai tempi di uscita 
di una DFS… beh, bastano i tempi di uscita! In quel caso u ≤TS v se e 
solo se out[u] > out[v].
Chiamando p =|E’| il tutto costa 𝛳(n+m+p) che è 𝛳(n’+m’) dove n’ e 
m’ sono il numero di nodi/archi del DAG risultante. 

def orienta(G, E’):
≤TS = topologicalSort(G)
forall (u, v) ∊ E’: 

if u ≤TS v: E = E ∪ { u → v }
else: E = E ∪ { v → u }  

return G

𝛳(n+m) 

𝛳(p) 



Orientare tutti gli archi…

Quando è possibile orientare un arco in entrambe le direzioni?
Quando non c’è un cammino da u a v, né da v a u. Detto in altri 
termini, quando c’è sia un ordinamento topologico ≤T tale che u ≤T v, 
sia un ordinamento topologico ≤T’ tale che v ≤T’ u.

Infine: come orientare un generico grafo non orientato in modo da 
non creare cicli? Una visita, certo (sia BFS che DFS, ma in entrambi i 
casi occorre fare attenzione agli archi non dell’albero di visita).
Però è sufficiente scegliere un ordinamento topologico arbitrario, 
ad esempio quello indotto dalla codifica dei nodi con numeri interi!

def orienta(G):
G’ = (G.V, ∅)
forall (u, v) ∊ G.E: 

if u ≤ v: E = E ∪ { u → v }
else: E = E ∪ { v → u }  

return G’

𝛳(m) 



codice Python & attenzione!
Se il grafo è rappresentato con liste di adiacenza, scrivendo il codice 
Python, ogni arco viene incontrato 2 volte essendo il grafo in input 
non orientato: come evitare di inserirlo due volte nelle liste di 
adiacenza del grafo risultato?
Uno studente ha suggerito, subito dopo la fine della lezione, una 
semplicissima strategia: lo si inserisce solo quando u <T v, essendo 
questa volta l’iterazione non semplicemente su tutti gli archi, ma gli 
archi uscenti da ciascun nodo u.

def orienta(G):
G’ = [[] for _ in G]
for u in range(len(G)):

for v in G[u]:
if u ≤ v:

G[u].append(v)
return G’

𝛳(n+m) 


