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I grafi

• grafi: G(V,E), |V | = n, |E| = m.

– 0  m  n(n� 1) = O(n2) se il grafo è diretto

– 0  m  n(n�1)
2 = O(n2) se il grafo non diretto
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• Un grafo si dice sparso se m = O(n), un grafo si dice denso se m = ⌦(n2)

• esempi di grafi densi:

– Un grafo si dice completo se ha tutti gli archi ( i.e. m = ⇥(n2)).

– Un grafo diretto si dice torneo se tra ogni coppia di nodi c’è esatta-
mente un arco ( i.e. m = ⇥(n2)).

• nota che un grafo non sparso non è necessariamente denso, ad esempio
può avere ⇥(n log n) archi.
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Un esempio  di grafo sparso: l’albero
 un albero  è un grafo connesso senza cicli.∙

 esempio di grafo sconnesso con ciclo:∙
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 Un albero ha  sempre   archi. 
La prova è per induzione sul numero  di nodi:  

• Vero per  dove gli archi sono .  
• Assumiamolo vero per alberi di  nodi  
• Devo sfruttare la proprietà  degli alberi di avere foglie (nodi di grado ). 

• per l'albero da  nodi, individuo e metto da parte una foglia e l'arco 
che incide su quella foglia, mi rimane (grafo connesso di  nodi 
senza cicli, vale a dire un albero di  nodi che so per induzione 
avere esattamente  archi quindi in totale ho  archi.

∙ m = n − 1
n

n = 1 0
n − 1

1
n

n − 1
n − 1

n − 2 n − 1

Un esempio  di grafo sparso: l’albero

ESERCIZIO: resta  da dimostrare che ogni albero ha almeno una foglia.



Un esempio  di grafo sparso: il grafo planare
 I grafi planari sono quei grafi che posso disegnare sul piano senza che gli archi si intersechino∙

  Nota che gli alberi sono un sottoinsieme dei grafi planari∙

Esempio di grafo planare:

Esempio di grafo NON planare:



Un esempio  di grafo sparso: il grafo planare
Indichiamo con  (facce) il numero di regioni che si formano nel piano quando 
disegniamo un grafo planare:

f

 esempio di grafo planare con 4 facce:∙

La formula di Eulero dice che per ogni grafo connesso planare vale . 

  Ad esempio per un albero la formula è vera perché  . 

 risulta verificata anche nel grafo planare usato come esempio dove si ha 

n − m + f = 2

∙ n − m + f = n − (n − 1) + 1 = 2

∙ n − m + f = 4 − 6 + 4 = 2

 nota che per un albero si ha sempre f=1: ∙



Un esempio  di grafo sparso: il grafo planare
Teorema: Sia  un grafo planare con  nodi ed  archi e che determina  regioni, allora 

prova: La prova è per induzione sul numero  di regioni determinate dal grafo planare. 
            Considera  del grafo:
                 se   allora il grafo non ha cicli allora so che la formula vale perché  siamo in presenza di  un albero.
                 in caso contrario  posso togliere un arco  e rompere un ciclo, sia  che   si decrementano di 
                   mentre il grafo (che ora ha  regioni) resta planare. 
                   Applicando l'ipotesi induttiva ho:   .

Possiamo ora provare che i grafi planari sono sparsi:

Teorema:  Un grafo planare di  nodi ha al più  archi.

prova: Considera un grafo planare  di  nodi avente un  numero massimo di archi.  
             Ogni regione  di   è triangolare (altrimenti potrei aggiungere a  un arco senza perdere la planarità) 
             quindi ogni faccia consiste di  archi e ogni arco compare in  facce.

             in sostanza in  deve aversi   vale a dire .

             sostituendo il valore di  nella  formula di Eulero si ha    da cui ricaviamo 

                e quindi 

G n > 2 m f n − m + f = 2.

f ≥ 1
n − m + f

∙ f = 1
∙ ( f > 1) m f 1

f − 1
n − m + f = n − (m − 1) + ( f − 1) = 2

n > 2 3n − 6

G n > 2
∙ G G
∙ 3 2
∙ G m = 3

f
2

f = 2
m
3

∙ f n − m + 2
m
3

= 2
3n − m = 6 m = 3n − 6.
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nodi m = n(n�1)
2 in completi m = 3n� 6 max in planari

3 3 3
4 6 6
5 10 9
6 15 12
· · · · · · · · ·
10 45 24
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Un esempio  di grafo sparso: il grafo planare

Dalla tabella deduciamo che da  in poi esistono di certo grafi non planari.n = 5
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RAPPRESENTAZIONE DI GRAFI TRAMITE MATRICI BINARIE

0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0

<latexit sha1_base64="4UVoKtG/mGJnB6cwkmE5gG2xhuE="></latexit>

0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0
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M [i][j] = 1 se e solo se c’è un arco diretto da i a j
<latexit sha1_base64="m7KO2B3qNIznAtyF0Le5fQ8bpjA="></latexit>
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 In un grafo diretto un pozzo è un nodo senza archi uscenti 

 In un grafo diretto un pozzo universale è un pozzo verso cui tutti gli altri  
nodi hanno un arco

∙

∙

 In un grafo diretto possono essere presenti fino ad n pozzi,  
 il pozzo universale se c’è è unico

∙
∙
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0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0

<latexit sha1_base64="i/5JGx3mI9VBKX9Q7JwRX3xbqLw="></latexit>

Un algoritmo di tempo  per verificare se un Grafo diretto  
ha un pozzo universale:

O(n2) M

Complessità= , si può far vedere che al caso pessimo è O(n) × O(n) = O(n2) Ω (n2)
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Un algoritmo di tempo  per verificare se un Grafo diretto M ha un 
pozzo universale:

Θ(n)

M [i][j] =

⇢
1 i non è pozzo (universale)
0 j non è pozzo universale

<latexit sha1_base64="p+JN3tdT1N1AYacClfwbaV3p7Lg="></latexit>

Con un semplice test posso eliminare uno dei nodi dai possibili pozzi universali. 
Dopo n-1 test mi resta un unico nodo da controllare: 
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Dato un grafo ed un suo nodo  vogliamo sapere i nodi del grafo 
raggiungibili a partire dal nodo :

G v
v

>>> raggiungibili(0,G)
{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
>>> raggiungibili(6,G)
{2, 4, 6}
>>> raggiungibili(5,G)
{5}
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Visita in profondità (DFS) 

La complessità della procedura è O(n) × Θ(n) = O(n2)

Al termine  varrà 1 se e solo se  era raggiungibile a partire da visitati[i] i u
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RAPPRESENTAZIONE DI G TRAMITE LISTE DI ADIACENZA

Nel dizionario dei nodi , il nodo  ha come attributo la lista dei suoi 
nodi adiacenti, vale a dire  quelli raggiunti da archi che partono da .

G G[x]
x
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Visita in profondità (DFS)

La complessità della procedura è O(n + m)
Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Al termine  varrà 1 se e solo se  era raggiungibile a partire da visitati[i] i u


