
Assumiamo che G sia rappresentato tramite liste di adiacenza nelle quali i nodi
compaiono in ordine crescente. Questo significa che in caso di visita del grafo
nel caso un nodo abbia più nodi adiacenti da visitare viene sempre scelto quello
di indice minimo.

1. Considerate una visita in profondità che parte dal nodo 2 di G.

• Riportate nell’ordine i nodi di G che vengono e↵ettivamente visitati.

• Individuate gli archi in avanti, gli archi all’indietro e gli archi di
attraversamento che si incontrano durante la visita.

2. Considerate una visita in ampiezza che parte dal nodo 2 di G.

• Riportate nell’ordine i nodi di G che vengono e↵ettivamente visitati.

3. Qual è il numero minimo di archi da eliminare da G perché il grafo risulti
avere ordinamenti topologici e quali sono questi archi? Motivare bene
la risposta.

4. Eliminate da G gli archi ottenuti al punto precedente in modo che il grafo
G0 ottenuto risulti avere ordinamenti topologici.

• quanti e quali sono gli ordinamenti topologici del grafo G0? Moti-
vare bene la risposta.

• Individuate l’ordinamento topologico che si ottiene applicando a G0

l’algoritmo visto a lezione basato sulle sorgenti (in caso siano disponi-
bili più sorgenti assumete che l’algoritmo scelga sempre quella di in-
dice minimo).

• Individuate l’ordinamento topologico che si ottiene applicando a G0

l’algoritmo visto a lezione basato sulla visita in profondità (In caso
siano disponibili più nodi da visitare assumete che l’algoritmo scelga
sempre quello di indice minimo).

5. Eliminate le direzioni dagli archi del grafo G in modo da ottenere un grafo
G” non diretto. Determinate i ponti del grafo G”. Motivare bene la
vostra risposta.

<latexit sha1_base64="awihbEONfcJnTLddLAigoYg8ZpY="></latexit>

Esercizio appello straordinario aprile 2020 

Si consideri il grafo diretto   rappresentato in figura: G

G =
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Assumiamo che G sia rappresentato tramite liste di adiacenza nelle quali i nodi
compaiono in ordine crescente. Questo significa che in caso di visita del grafo
nel caso un nodo abbia più nodi adiacenti da visitare viene sempre scelto quello
di indice minimo.

1 Considerate una visita in profondità che parte dal nodo 2 di G.

• Riportate nell’ordine i nodi di G che vengono e↵ettivamente visitati.

• Individuate gli archi in avanti, gli archi all’indietro e gli archi di
attraversamento che si incontrano durante la visita.

<latexit sha1_base64="uQ8y1aRgk4/LoQA3LAN73+YV+1c="></latexit>

Domanda 1:



G =
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Albero di visita DFS

In blu archi di attraversamento in rosso quelli all’indietro  

-I nodi visitati sono nell′�ordine : 2,0,5,4,1,3,6

-  
-  
- 

archi in avanti : { }
archi all′�indietro : {(5,2), (1,2), (3,2)}
archi di attraversamento : {(3,0), (6,5)}



G =
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Assumiamo che G sia rappresentato tramite liste di adiacenza nelle quali i nodi
compaiono in ordine crescente. Questo significa che in caso di visita del grafo
nel caso un nodo abbia più nodi adiacenti da visitare viene sempre scelto quello
di indice minimo.

2 Considerate una visita in ampiezza che parte dal nodo 2 di G.

• Riportate nell’ordine i nodi di G che vengono e↵ettivamente visitati.
<latexit sha1_base64="YTzGnDgTerK/0y8p0eJ+7rv7XLo="></latexit>

Domanda 2:
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-I nodi visitati sono nell′�ordine : 2,0,4,6,5,1,3

Albero di visita BFS:



G =
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3 Qual è il numero minimo di archi da eliminare da G perché il grafo risulti
avere ordinamenti topologici e quali sono questi archi? Motivare bene
la risposta.

<latexit sha1_base64="MLgARaph8A9IskUPieUCOtvKuNg="></latexit>

Domanda 3:



G =
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• il grafo per avere sort topologici deve essere aciclico devo dunque rompere
tutti i cicli presenti in G.

• ho due insiemi disgiunti di archi (in figura archi rossi e archi blu) al cui
interno sono presenti cicli

• devo togliere almeno un arco rosso ed almeno un arco blu. (bisogna togliere
quindi almeno due archi)

• se tolgo l’arco rosso (2, 4) rompo tutti i cicli nella zona rossa e se tolgo
l’arco (5, 2) rompo tutti i cicli della zona blu )

• gli archi da eliminare sono dunque (2, 4) e (5, 2)).
<latexit sha1_base64="DOO7H6KEdSYFteKVvSDOOXIh+lo="></latexit>
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4a Eliminate da G gli archi ottenuti al punto precedente in modo che il grafo
G0 ottenuto risulti avere ordinamenti topologici.

• quanti e quali sono gli ordinamenti topologici del grafo G0? Moti-
vare bene la risposta.

<latexit sha1_base64="7N/QH+ZI1d/HTb3rZ4W8pyqT8DM="></latexit>

Domanda 4a:
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Elimino gli archi  e :(2,4) (5,2)

Nota che:

• i sort topologici iniziano tutti con il nodo 4 (è l’unico senza archi entranti)

• al secondo posto deve esserci uno dei due nodi 1 e 3 (sono gli unici senza
archi entranti tolto il 4)

• solo dopo aver sistemato l’1 e il 3 c’è un nuovo nodo senza archi entranti
(il 2) e solo dopo aver sistemato il 2 ho due nodi tra cui scegliere: lo 0 e
il 6

• i possibili ordinamenti topologici sono dunque 4
<latexit sha1_base64="COlmNpFJu1kbXf0VlYy7iqr9sf8="></latexit>

G′� =G =
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G =

Domanda 4b.1:

4b Eliminate da G gli archi ottenuti al punto precedente in modo che il grafo
G0 ottenuto risulti avere ordinamenti topologici.

1 Individuate l’ordinamento topologico che si ottiene applicando a G0

l’algoritmo visto a lezione basato sulle sorgenti (in caso siano disponi-
bili più sorgenti assumete che l’algoritmo scelga sempre quella di in-
dice minimo).

<latexit sha1_base64="VcruJvjlUzPl/fPF5+G3rwIbSQ0="></latexit>
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L’ordinamento topologico prodotto dall’algoritmo delle sorgenti è 4,1,3,2,0,6,5

Elimino gli archi  e :(2,4) (5,2)

G′� =G =



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

G =

Domanda 4b.2:

Assumiamo che G sia rappresentato tramite liste di adiacenza nelle quali i nodi
compaiono in ordine crescente. Questo significa che in caso di visita del grafo
nel caso un nodo abbia più nodi adiacenti da visitare viene sempre scelto quello
di indice minimo.

4b Eliminate da G gli archi ottenuti al punto precedente in modo che il grafo
G0 ottenuto risulti avere ordinamenti topologici.

2 Individuate l’ordinamento topologico che si ottiene applicando a G0

l’algoritmo visto a lezione basato sulla visita in profondità (In caso
siano disponibili più nodi da visitare assumete che l’algoritmo scelga
sempre quello di indice minimo).

<latexit sha1_base64="f9VPZF+kW7GA0TnGRQZtwTq+muA="></latexit>
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- La visita dell’intero  grafo a partire dal nodo  richiederà 4 diverse DFS:0

- inserendo in coda ad una lista i nodi man mano che termina la loro visita si ha: [5,0,6,2,1,3,4 ]

- L’ordinamento topologico è dato dal riverse dei nodi in lista: 4,3,1,2,6,0,5 

G′� =G =

Elimino gli archi  e :(2,4) (5,2)
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5 Eliminate le direzioni dagli archi del grafo G in modo da ottenere un grafo
G” non diretto. Determinate i ponti del grafo G”. Motivare bene la
vostra risposta.

<latexit sha1_base64="nmJYgSXxPmH7PxepogEa+yG8IuA="></latexit>

G =

Domanda 5:
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G = G′�′� =

• un ponte è un arco la cui rimozione sconnette il grafo.

• tutti gli archi di G00 sono all’interno di cicli

• eliminare un arco di un ciclo non sconnette il grafo (esiste sempre almeno
un altro cammino che unisce gli estremi dell’arco eliminato)

• nel grafo G00 non ci sono ponti.
<latexit sha1_base64="KCcSjzDIJ2+sJFRiXZgay4emjlA="></latexit>
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Ad esempio:

• per n = 1 la risposta dell’algoritmo deve essere 10

• per n = 2 la risposta dell’algoritmo deve essere 75
<latexit sha1_base64="r4XxtYaj7neYEkTgiWbWC3Oi1dw="></latexit>

ESERCIZIO. 

Vogliamo calcolare il numero di sequenze  decimali  di lunghezza    in cui  non appaiono 
cifre pari adiacenti.  

Progettare un algoritmo che prende come parametro l'intero    e, in tempo , restituisce il 
numero delle sequenze  cui siamo interessati. 

n

n O(n)
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Serve ora una regola che permetta di calcolare efficientemente le  celle della tabellan + 1

Definisco la tabella T di n+ 1 locazioni.

• T [i] = il numero di sequenze decimali composte da i cifre senza cifre pari
adiacenti.

• la soluzione al problema la troveremo in T [n]
<latexit sha1_base64="x0uIWA2y5MlKzmKZdopDk1ji7tE="></latexit>

Vogliamo il numero di sequenze decimali lunghe  senza cifre pari adiacenti.n
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Spiegazione:

• se i = 1 tutte le 10 cifre decimali vanno bene

• se i = 2 dalle 100 sequenze decimali di 2 cifre devo togliere le 5 · 5 = 25
sequenze decimali composte da 2 cifre pari

• se i � 3 posso vedere le sequenze che ci interessano come la somma di
quelle che terminano con un numero dispari e quelle che terminano con
un numero pari.

– quelle che terminano con un numero dispari si ottengono concate-
nando il numero dispari a quelle che vanno bene e che hanno i � 1
cifre, sono dunque 5 · T [i� 1]

– quelle che terminano con un numero pari devono avere al penultimo
posto un numero dispari ed essere poi precedute da una qualunque
di quelle che vanno bene di lunghezza i� 2, sono dunque 25 ·T [i� 2]

<latexit sha1_base64="25gXJfClSn5nC6UjyWmIiCQpYt0="></latexit>

La regola ricorsiva per calcolare il valore della cella T [i] in funzione delle prece-
denti celle già calcolate è

• T [i] =

8
<

:

10 se i=1
75 se i=2
5 · T [i� 1] + 25 · T [i� 2] se i � 3

<latexit sha1_base64="pKIN+9XC6wYNMIIVLfaJBrOgH7c="></latexit>
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La complessità è O(n)

T [i] =

8
<

:

10 se i=1
75 se i=2
5 · T [i� 1] + 25 · T [i� 2] se i � 3

<latexit sha1_base64="o7moQhhhIwjOXJxVFurkIkz/gxM="></latexit>

Implementazione:
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ESERCIZIO:

Ad esempio:

• per n = 2 la risposta è False infatti A è costretto a prendere una moneta
e a questo punto B prende l’ultima moneta rimasta e vince.

• per n = 5 la risposta è True infatti A può prendere 3 monete, delle due
monete rimanenti B è costretto a prenderne una ed A vince eliminando
l’ultima moneta rimasta.

<latexit sha1_base64="DzdWbJ44Vd1HtyP3jH5VVLgWEdo="></latexit>

Considera il seguente gioco a due:  
abbiamo una pila di  monete, i due giocatori  e  si alternano nelle mosse 
potendo sottrarre dalla cima della pila  o  monete. 
Vince chi per primo  elimina le ultime monete dalla pila. 

Progettare un algoritmo che, dato il numero , in  tempo  permette di 
sapere se il giocatore  ha una strategia vincente.

n A B
1, 3 4

n O(n)
A

Il giocatore  ha una strategia vincente se, può vincere la partita indipendentemente dalle contromosse del giocatore .A B
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Utilizzeremo come tabella T di dimensioni n+ 1 dove

T [i] =

⇢
True se il giocatore ha una strategia vincente con una pila di i monete
False altrimenti

<latexit sha1_base64="1ANfsSEJDQNP8dDawM9dQ3UtP1A="></latexit>

La soluzione al nostro problema la troveremo in T [n].
<latexit sha1_base64="NqFQDO1lGR/kOFvS1E+Zko8FDKw="></latexit>

resta da definire la formula ricorsiva per calcolare i vari valori della tabella T .
<latexit sha1_base64="qdmIipDCHv38ek/Dr+vp6FM4lIk="></latexit>

abbiamo una pila di  monete, i due giocatori   e  si alternano nelle mosse 
potendo sottrarre dalla cima della pila  o  monete. 
Vince chi per primo  elimina le ultime monete dalla pila. 
Vogliamo sapere se  ha una strategia vincente.

n A B
1, 3 4

A
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la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• con 0 monete il giocatore non ha possibilità di muovere e perde.

• con 2 monete il giocatore può toglierne solo una e a questo punto fa lo
stesso anche l’avversario e il giocatore perde.

• con 1, 3 o 4 monete con la sua mossa il giocatore puo’ toglierle tutte e
vincere.

• se i � 4 e T [i � 1] o T [i � 3] o T [i � 3] vale False allora il giocatore
vince infatti ha a sua disposizione almeno una mossa che gli permette
di lasciare nella pila un numero di monete perdenti per l’avversario cui
toccherà muovere.

• se i � 4 e T [i � 1] = T [i � 3] = T [i � 3] = True allora il giocatore perde
qualunque mossa faccia in quanto lascia sempre una situazione vincente
per l’avversario cui toccherà muovere.

<latexit sha1_base64="aTlhWSuqvUal/hrvMt3yoZORXTQ="></latexit>

Ecco di seguito la formula ricorsiva per calcolare i vari valori della tabella T .
<latexit sha1_base64="T8uTPgVAlAOTXU2YbjOzmZ1saro="></latexit>

T [i] =

8
>><

>>:

False se i 2 {0, 2}
True se i 2 {1, 3, 4}
False se T [i� 1] = T [i� 3] = T [i� 4] = True
True altrimenti

<latexit sha1_base64="FDtO5Esj4snTTeGjeOyICKAChCk="></latexit>
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Implementazione:

Complessità Θ(n)

T [i] =

8
>><

>>:

False se i 2 {0, 2}
True se i 2 {1, 3, 4}
False se T [i� 1] = T [i� 3] = T [i� 4] = True
True altrimenti

<latexit sha1_base64="FDtO5Esj4snTTeGjeOyICKAChCk="></latexit>
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L'algoritmo proposto è    (complessità  laddove la 
dimensione dell'input è ).  

Non è  difficile provare che: 

 ha una strategia vincente se e solo se  ed  non sono divisibili per  

e da questa osservazione è possibile ricavare subito  un algoritmo in grado di 
risolvere il problema in tempo . 

pseudopolinomiale Θ(n)
log n

A n n − 2 7

O(1)



ESERCIZIO: 
Dat un intero  progettare un algoritmo che stampi  sequenze di 
numeri nell’intervallo  dove ogni numero è almeno il 
doppio del precedente. Le sequenze da stampare devono essere 
massimali vale a dire sequenze che non è possibile allungare 
ulteriormente. 

Ad esempio: 
• per ed  l’algoritmo deve stampare le seguenti sequenze:    

, , , , , , , 
, , , .                    

L’algoritmo proposto deve avere complessità  
dove  è il numero di sequenze da stampare. 
Motivare bene la correttezza e la complessità dell’algoritmo 
proposto.

m
[1,…, m]

m = 6
[1,2,4] [1,2,5] [1,2,6] [1,3,6] [1,4] [1,5] [1,6], [2,4]
[2,5] [2,6] [3,6] [4], [5], [6]

O (S(m) ⋅ log m)
S(m)
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>>> es(0,6,[]) 
[1, 2, 4] 
[1, 2, 5] 
[1, 2, 6] 
[1, 3, 6] 
[1, 4] 
[1, 5] 
[1, 6] 
[2, 4] 
[2, 5] 
[2, 6] 
[3, 6] 
[4] 
[5] 
[6]

Implementazione:



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Complessità: 

• Un nodo dell’albero di ricerca viene generato solo se porta ad una soluzione da 
stampare. 

• Le foglie generate saranno dunque  ed ogni foglia stamperà al più  
numeri (tieni conto infatti che ogni numero deve essere almeno il doppio del 
precedente e l’ultimo numero non può superare . 

• Il lavoro totale delle foglie sarà  

• Ogni nodo interno si trova su un cammino radice-foglia quindi i nodi interni sono al più 
 dove  è l’altezza dell’albero. 

• L’altezza dell’albero è  (tieni conto infatti che ad ogni passo si aggiunge un 
elemento alla soluzione e la soluzione può contenere al più  elementi) 

• I nodi interni sono .

S(m) O(log m)

m)

O(S(m) ⋅ log m)

O(h ⋅ S(m)) h

O(log m)
O(log m)

O(S(m) ⋅ log m)


