ESERCIZIO 1:
Dato un intero n progettare un algoritmo che conti le stringhe

binarie lunghe 2n dove la somma dei primi n bit € uguale alla
somma degli ultimi 7 bit.

Ad esempio:
per n = 2 la risposta dell’algoritmo deve essere 6 infatti ci sono 6

stringhe di lunghezza 2*2 =4 che soddisfano il vincolo. Le
stringhe sono:

0101, 0110, 1010, 1001, 0000 and 1111.

|’algoritmo proposto deve avere complessita O (nz)

Motivare bene la correttezza e la complessita dell’algoritmo
proposto.

Corso di Progettazione di Algoritmi — Prof. Angelo Monti



Osservazione:

L’ algoritmo basato sulla tecnica della ricerca esaustiva lavorerebbe come
segue:

e enumera tutte le stringhe binarie lunghe 2n
e per ciascuna di queste stringhe controlla che soddisfi il vincolo di
avere lo stesso numero di uni nelle due meta
e restituisci il numero di stringhe che hanno superato il controllo.

Quest’algoritmo ha complessita €2 (22”)

Deve esserci un modo per contare le stringhe che ci interessano senza
esaminare tutte le possibili stringhe
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Proviamo ad applicare il paradigma del divide et impera al
nostro problema:

denotiamo con es(n, diff) il numero di stringhe lunghe 2n
dove la differenza tra il numero di 1 della prima meta e il
numero di 1 della seconda meta ¢ diff.

Nota che a noi interessa es(n, 0).

Come ridurre il problema del conteggio di stringhe lunghe 2n a
quello di stringhe di lunghezza inferiore?
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posso partizione le possibili stringhe s lunghe 2n con n > 0 in 4 categorie
a seconda che il bit iniziale e quello finale siano uguali o diversi:

s = 0s0
s = 15’1
s = 150
s = 0s’l

dove s’ e una sottostringa lunga 2(n — 1)

Posso ridurre quindi il problema es(n, diff) del conteggio delle
stringhe lunghe n dove la differenza tra il numero di 1della prima
meta e il numero di 1 della seconda meta ¢ diff al calcolo di 4
sottoproblemi es(n — 1, diff’) su stringhe di lunghezza inferiore
2(n — 1) dove la differenza tra il numero di 1 della prima meta e il
numero di 1 della seconda meta e diff’.

Quanto vale diff’ in ciascuno dei 4 casi?
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Quanto vale diff" in ciascuno dei 4 casi?

nel caso di s = 0s’0 ci si riduce a calcolare es(n-1, diff)
nel caso di s = 1s’l ci siriduce a calcolare es(n-1, diff)
nel caso di s = 15’0 ci si riduce a calcolare es(n-1, diff+1)
nel caso di s = 0s’l ci si riduce a calcolare es(n-1, diff-1)

in sostanza se n > 0:
es(n, diff)y=2-es(n—1, diff)+es(n—1, diff+1)+es(n —1, diff —1)

La ricorsione termina quando si ha n = 0 ed in questo caso

es(0, diff) = Ise diff = 0 mentre
es(0, diff) = 0 altrimenti.
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0 sen=0ediff#0
es(n, diff)=+<¢ 1 sen =20
2

ces(n—1, diff)+es(n—1, diff+1)4+es(n—1, diff—1) altrimenti

Implementazione

def es(n, diff):
if n == 0:
if diff==0:
return 1
else:
return 0

return 2xes(n-1,diff)+es(n-1,diff+1)+es(n-1,diff-1)

>>> es(2,0)
6

o> es(4,0 T(n) =3. T(n — 1) + ®(1)
= 3"
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La complessita temporale della soluzione proposta e esponenziale.

Se disegniamo l'albero di ricorsione possiamo osservare che molti
sottoproblemi sono risolti piu e piu volte.

Ad esempio:
o)
@09 6. esa-1)

CHAe

In pratica la soluzione proposta presenta I’ overlapping di sottoproblemi.

Per risolvere I'inconveniente ricorreremo dunque alla memorizzazione.
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memoizzazione:

Bisogna definire una tabella globale T.

Quali sono le sue dimensioni?

ricorda che diff & la differenza tra le somme dei primi n bit e le somme degli ultimi n bit
(pud dunque assumere valori tra nell'intervallo [—n, n].

Per risolvere es(n, 0) la tabella deve avere celle T[i][j]con0 <i<ne—-n<j<n.
La tabella T deve quindi avere n + 1 righe e 2n + 1 colonne.
allocheremo quindi ®(n?) spazio per la tabella.

Per avere solo indici positivi basta shiftare di n gli indici delle colonne.
In questo modo a noi servono le celle

T|i][j]con0<i<ne0<Lj<2n

T'=1[—1 for i in range(2*n+ 1)] for i in range(n + 1)]
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Implementazione della versione memorizzata:

def es(n):
#Inizializzo tutte le celle della tabella a 'non calcolato’
global T
T=[[-1 for i in range(2xn+1)] for i in range(n+1)]
return esR(n,0)

def esR(n,diff):

if n==0 and diff!= 0:

return 0
if n==0 and diff==0:

return 1
#controlla se il sottoproblema e' gia' stato calcolato
#n viene aggiunto a diff per essere sicurl di avere 1indicl positivi
if TIn] [n+diff]!=-1:

return T[n] [n+diff]
res= 2xesR(n-1, diff)+ esR(n-1, diff+1)+ esR(n-1, diff-1)
#memorizza il risultato nella tabella e restituiscilo
TIn] [n+diffl=res
return res

e Ogni sottoproblema (cella della tabella ) viene calcolato al piu una
volta

e Le celle della tabella sono ®(n?)
e la complessita dell’algoritmo & ora O(n?)

NOTA: il problema e stato risolto utilizzando un approccio Top-down
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Algoritmo alternativo Bottom- up

Dato un intero n bisogna contare le stringhe binarie lunghe 2 - 1 in cui
nel prefisso lungo n e nel suffisso lungo n compaiono lo stesso

numero di uni.

e Utilizzeremo una tabella bidimensionale di dimensioni n +1 x n + 1 e

definiamo il contenuto delle celle come segue:
T'|i][j] = numero di stringhe binarie lunghe ¢ in cui compaiono j uni.

e la soluzione al nostro problema sara data dalla somma dei quadrati dell’ultima
riga della tabella " (T'[n][i])>.
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e Utilizzeremo una tabella bidimensionale di dimensioni n +1 X n + 1 e
definiamo il contenuto delle celle come segue:
T'[¢][j] = numero di stringhe binarie lunghe ¢ in cui compaiono j uni.

e Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T'[7][j] nella
tabella.

1 se 1 =0
Tllj] =< O se i =0
Ti—1)lg—1] + T[¢—1][j] altrimenti

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

e le stringhe da considerare con j = 0 sono o la stringa vuota (quando ¢ = 0)
o la stringa di tutti zeri (quando i > 0). Si dunque 7'[¢][0] = 1.

e Se 7 # 0 e 1 = 0 non ci sono stringhe da contare. L’unica stringa con ¢ = 0

e la stringa vuota e questa non puo avere un numero di uni superiore a
zero. Si ha dunque 7'[0][j] = 0.

e Assumiamo ora 7,j > 0. Il conteggio di queste stringhe puo essere scom-
posto a seconda del valore del loro ultimo bit:

1. le stringhe da contare lunghe ¢ con 7 uni che terminano con 1 si
ottengono accodando la cifra 1 a quelle da contare lunghe 7+ — 1 con
j — 1 uni. Queste stringhe sono T'[i — 1|7 — 1]

2. le stringhe da contare lunghe ¢ con 5 uni che terminano con 0 si
ottengono accodando la cifra 0 a quelle da contare lunghe ¢ — 1 che
contengono j uni. Queste stringhe sono 7'[i — 1][/]

in questo caso si ha dunque T'[i|[j] = T'[i — 1][7 — 1] + T'[i — 1][].
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1 se 1 =10
Tl =< 0 se i =0
Tli—1][j —1] + T[i—1][j] altrimenti

Implementazione:

def es(n):
T=[[0 for j in range(n+1)] for i in range(n+1)]
for i in range(n+1):
for j in range(n+1): . 5

if j==0: T[il[jl=1 Complessita O(n~)
elif i==0: TI[i]l[j]1=0
else: T[il[j1=T[i-11[j]1+T[i-1]1[j-11]

return sum([TIn][jI*T[n]l[j] for j in range(n+1)1])

>>> es(2)
6
>>> es(3)
20
>>> es(4)
70
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ESERCIZIO 2:
Dati due interi n ed m progettare un algoritmo che conti le

sequenze di numeri nell'intervallo [1,..., m] lunghe n e dove ogni
numero € almeno il doppio del precedente.

Ad esempio:
e pern =4 ed m = 10 la risposta dell’algoritmo deve essere 4
Infatti le sole sequenze possibili sono:

11,2,4,8},{1,2,4,9}, {1,2,4,10} e {1,2,5,10}

e pern =2 edm = S larisposta dell’algoritmo deve essere 6
Infatti le sole sequenze possibili sono:

11,2}, {1,3}, (1,4}, (1,5}, {2,4}, {2,5}

L’algoritmo proposto deve avere complessita O (n - m).
Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo

proposto.
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Possiamo scomporre il numero es(n,m) di sequenze che vogliamo contare in due
categorie: il numero di sequenze che includono m e il numero di sequenze che non
includono m .

In altre parole il problema originario di contare il numero di sequenze di lunghezza n con
massimo valore m puo scomporsi in due sottoproblemi indipendenti:

1) quello di trovare il numero di sequenze di lunghezza n con valori nell'intervallo

{1....m-—1}

2) quello di trovare il numero di sequenze di lunghezza n — 1 con valori nell'intervallo

m
abbiamo dunque: es(n,m) = es(n,m — 1) +es| n — 1, 5

infine:
o ¢5(0, m) =1 (infatti I'unica soluzione possibile & la sequenza vuota)
e ¢s5(n, m) = 0se m < n (infatti non ci sono sequenze crescenti lunghe n se m < n)
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Implementazione

def es(n,m):
if m<n:
return 0
1f n==0:
return 1
return es(n,m-1)+ es(n-1,m//2)

>>> es(4,10)
4

>>> es(2,5)
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La complessita temporale della soluzione proposta e esponenziale.

Se disegniamo l'albero di ricorsione possiamo osservare che molti
sottoproblemi sono risolti piu e piu volte.
Ad esempio:

In pratica la soluzione proposta presenta I’ overlapping di sottoproblemi.
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Per risolvere il problema dell'overlapping di sottoproblemi potremmo
ricorrere alla memorizzazione o utilizzare un approccio approccio
bottom-up. Per questo esercizio utilizzeremo la seconda soluzione.

Utiliziamo una tabella bidimensionale 7" di dimensionin + 1 perm + 1 .
Il contenuto della cella T]1]| j] & definito come segue:

Tli][j] = numero di sequenze lunghe i che terminano con un intero minore o uguale a j

La soluzione al nostro problema si trovera nella cella 1| n||m]

Resta da stabilire la ricorrenza che permettera di calcolare le varie
celle della tabella.
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1 se 1 =0
T[][j] ¢ O se 1> j
T[i|[j — 1]+ T[i —1][j//2] altrimenti

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento

e esiste una sola sequenza di lunghezza O

® se non ci sono sufficienti numeri per ottenere una sequenza lunga i allora la risposta € 0

e |la sequenza lunga ¢ con numeri al piu j o non contiene j (TIi][j-1]) o lo contiene e
'elemento precedente & al piu j//2

NOTA: Grazie alla ricorrenza possiamo calcolare i valori delle celle della tabella per righe
crescenti e all'interno di ciascuna riga per colonne crescenti
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1 se 1 =0
T[e][j] ¢ O se 1> j
Ti[j — 1]+ T[i —1][j//2] altrimenti

Implementazione

def es(n,m):
T=[[0 for i in range(m+1)] for i in range(n+1)]
for 1 in range(n+1):
for j in range(m+1):
if i>j:
T[il[j]1=0
elif i==0:
T[il[j]l=1
else:
TIil[j1=T[i]l [j-11+T[i-11[;//2]
return T[n] [m]

e Ogni sottoproblema (cella della tabella ) viene calcolato
esattamente una volta

e Le celle della tabella sono ®(n - m)
e la complessita dell’algoritmo & ora ®(n - m)
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