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Progettare un algoritmo che prende in input la lista dei valori degli n oggetti e
la lista dei pesi degli n oggetti e la capacità dello zaino e restituisce la soluzione
al problema (la lista con gli oggetti da inserire nello zaino per massimizzarne il
valore).

<latexit sha1_base64="lh8FbFnRDOGUQ26YSmmcuJi0F+w="></latexit>

Il problema di ottimizzazione dello Zaino:
Abbiamo n oggetti, ciascuno caratterizzato da un peso pi ed un valore vi. Ab-
biamo inoltre uno zaino di capacità C.
Tra tutti i possibili sottoinsiemi degli n oggetti vogliamo trovare quello il cui
peso non supera C e il cui valore sia massimo.
Il peso ed il valore di un insieme di oggetti sono dati dalla somma dei pesi e
dalla somma dei valori degli oggetti dell’insieme rispettivamente.

<latexit sha1_base64="VAuL/iTWeGiLF099uPM/9mOoAeQ="></latexit>
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la complessità è Θ (n2n)Algoritmo esaustivo:
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Non è di�cile modificare il codice in modo che ogni nodo sappia il valore e il
peso parziale della soluzione che si sta costruendo.
In questo modo i nodi foglia possono scoprire se bisogna aggiornare la soluzione
ottima in tempo O(1).

<latexit sha1_base64="2Fw2h1bss5W6QGNs5b+f+Wr7MVM="></latexit>

Nota che il numero di nodi interni da generare resta⇥(2n) e l’asintotica dell’algoritmo
risulta ora ⇥ (2n)

<latexit sha1_base64="a2A1MUyaaNWma0rnkDgf8Rl6rN8="></latexit>

Cosa più importante: in questo modo ogni nodo interno sa quanto vale e quanto
pesa la soluzione parziale costruita fino a quel momento.
Queste informazioni possono risultare utili in vista dell’introduzione di eventuali
funzioni di taglio.

<latexit sha1_base64="9d/QxBzdMmKy8XAjJoZ3n3+udNs="></latexit>
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la complessità è Θ (2n)Algoritmo esaustivo:
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• nostro caso procederemo come segue:

1. potiamo i nodi che non portano a soluzioni ammissibili.

2. potiamo nodi che se anche portassero a soluzioni ammissibili queste
non sarebbero tali da migliorare la soluzione ottima fino a quel mo-
mento ottenuta.

<latexit sha1_base64="UwcdMM0AT+sHLtfJrTIcCJsyZLI="></latexit>

<latexit sha1_base64="U1Ns6zsiH75/fO/VdKy7kyg4aHQ="></latexit>

Idea2: trasformiamo l’algoritmo di ricerca esaustiva in un algoritmo di back-
traking introducendo funzioni di taglio che permetteranno di potare alcuni dei
⇥(2n) nodi presenti nell’albero di ricorsione.

<latexit sha1_base64="VhSa0U4sPj9AanThbbwEnNvk/7k="></latexit>

• la funzione di taglio del punto 1 verrà applicata al figlio di destra di ogni
nodo interno (dove si decide se prendere l’oggetto).

• la funzione di taglio del punto 2 verrà applicata al figlio di sinistra di ogni
nodo interno (dove si decide di non prendere l’oggetto).
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Algoritmo di backtracking in cui è stata implementata la 
prima delle due funzioni di taglio:



Resta da implementare la seconda funzione di taglio:

• potare quei nodi che se anche portassero a soluzioni ammissibili queste
non sarebbero tali da migliorare la soluzione ottima fino a quel momento
ottenuta.

<latexit sha1_base64="QqC1NyrJSbQis1ZdzPlL9tsmZu0="></latexit>

NOTA: l 'obiettivo è raggiunto solo parzialmente perché  

 non garantisce che le soluzioni ammissibili che 

sarà possibile raggiungere saranno realmente in grado di migliorare 
la soluzione ottima.

val +
n−1

∑
j=i+1

vj > valO

per rendere efficiente il calcolo di questa funzione di taglio nel codice che segue faremo si 
che ogni nodo dell'albero a livello i riceva una variabile valR con l'informazione del valore 
totale degli oggetti restanti  (vale a dire )∑n−1

j=i vj

<latexit sha1_base64="nNLQ25G9Rp3BtOf3M6S7Gyz/FuI="></latexit>

Un modo poco costoso per raggiungere parzialmente quest’obiettivo vien fuori
dalla seguente semplice osservazione:

• se al livello i della ricorsione decido di non inserire l’oggetto i nello zaino,
nessuna delle soluzioni ammissibili che sarà possibile ottenere potrà valere
più di val +

Pn�1
j=i+1 vj

• Di conseguenza se val +
Pn�1

j=i+1 vj  valO possiamo potare l’albero di
ricorsione evitando di porre sol[i] = 0
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la complessità è O (2n)
Algoritmo di backtracking in cui sono state implementate entrambe 
le funzioni di taglio:
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Ad esempio: possiamo introdurre nei codici dei 3 algoritmi un contatore dei
nodi interni dell’albero di ricorsione e↵ettivamente generati nel corso della loro
esecuzione.

<latexit sha1_base64="tNz2pP7fRJilWvzcO5Lx5ZNo+zk="></latexit>

Eseguendo i tre algoritmi sull’istanza d’esempio con gli n = 10 oggetti, vale a
dire:
P=[23, 31, 29, 89, 44, 53, 38, 63, 85, 82]
V=[92, 57, 49, 87, 68, 60, 43, 67, 84, 72]
C=166
per i 2n � 1 = 1023 nodi interni dell’albero di ricorsione si ha:

• Per Zaino(P, V, C) vengono visitati 1023 su 1023 nodi interni

• Per Zaino1(P, V, C) vengono visitati 402 su 1023 nodi interni

• Per Zaino2(P, V, C) vengono visitati 371 su 1023 nodi interni
<latexit sha1_base64="1Mn7VEQAnO3+lVBLLFArbeQB+Ak="></latexit>

Per il problema dello zaino quindi abbiamo visto 3 algoritmi:

• Zaino(P, V, C): algoritmo di ricerca esaustiva.

• Zaino1(P, V, C): algoritmo di backtraking con una funzione di
taglio.

• Zaino2(P, V, C): algoritmo di backtraking con due funzioni di
taglio.

L’e�cacia delle funzioni di taglio per questo tipo di algoritmi può
essere validata sperimentalmente.

<latexit sha1_base64="FtBVS2QM8N4JF/2bmKRTJV4mXsQ="></latexit>
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Il problema della 3-colorazione 
Sia  un grafo non diretto, una 3-colorazione di  è una colorazione dei suoi 
nodi con 3-colori (  e ) tale che non risultino nodi adiacenti con lo stesso 
colore. 

Se una colorazione esiste possiamo rappresentarla con un vettore  dove  
è il colore assegnato al nodo . 

Ad esempio per il grafo  in figura esistono ben   diverse 3-colorazioni 
mentre il grafo  non ha nessuna 3-colorazione. 

G G
0, 1 2

sol sol[i]
i

G1 12
G2

Progettare un algoritmo che, preso un grafo G restituisce una sua 
3-colorazione, None se il grafo non è 3colorabile.

G1= G2=

3-colorazioni di G1:
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Algoritmo: 
Possiamo risolvere il problema con un algoritmo di backtracking 
che va alla ricerca delle eventuali 3-colorazioni del grafo e 
appena ne trova una termina. 
Al passo ricorsivo   si sceglie  un colore per il nodo  tra quelli 
non gia utilizzati per i nodi a lui adiacenti e se esiste  si 
procede a colorare il nodo . Se si raggiunge  l’algoritmo 
restituisce la colorazione. 

i i

i + 1 i = n
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Complessità dell’algoritmo proposto:

La funzione di taglio introdotta (vale a dire la scelta di non colorare un vertice
intermedio con un colore uguale a quello di un vertice adiacente già colorato)
non garantisce che quella colorazione porterà ad una foglia che rappresenta una
colorazione. La complessità quindi non sarà necessariamente proporzionale al
numero di 3-colorazioni esistenti.

<latexit sha1_base64="1pkCjJsxNQqVO0m38W4RQt/fdvA="></latexit>

<latexit sha1_base64="9drDD6ewh+UjR4KIb2+ljKNN/dE="></latexit>

la Complessità dell’algoritmo è O (3n)

• l’albero di ricorsione è un albero ternario di altezza n che ha dunque al
più 3n�1

3�1 = ⇥(3n) nodi (ricorda infatti che un albero t-ario completo, con

t > 1, ha esattamente
Pn

i=0 t
i = tn�1

t�1 nodi)

• ogni nodo interno richiede tempo O(n) mentre al più una foglia verrà
raggiunta e richiederà tempo O(1).

• il tempo totale è O (3n)
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• È chiaro che G non è 3-colorabile ma il programma col3 quanto tempo
impiegherà per accorgersene?

<latexit sha1_base64="MnnPNvnEencOBPWrdJ6B7JYn8fk="></latexit>

• Per i primi n � 3 nodi l’algoritmo trova sempre due colori leciti (per il
nodo 1 ne trova tre) quindi la ricorsione genera almeno un albero binario
completo di profondità n� 3. Un tale albero contiene almeno 2n�3 nodi e
dunque la complessità sarà almeno pari a ⌦(2n) che è esponenziale in n.

<latexit sha1_base64="dwR5K03euy6uPSxc1K6EZsKUMCM="></latexit>
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In un grafo un ciclo si dice Hamiltoniano se tocca tutti i nodi del grafo.
<latexit sha1_base64="bUlyQX/20imnm3nejtbt5u0C6tc="></latexit>

Progettare un algoritmo che preso in input il grafo G restituisce un ciclo hamil-
toniano se nel grafo è presente, nulla altrimenti.

<latexit sha1_base64="+jpXFSvdh3N2CA21slRbmNbDzSc="></latexit>

Il grafo a sinistra non ha ciclo hamiltoniano, il grafo di destra si.

Il problema del ciclo Hamiltoniano: Dato un grafo G voglimo sapere se G ha o

meno un ciclo Hamiltoniano.
<latexit sha1_base64="TMYY+GP3NaSmIvXHJQIkks9hEeQ="></latexit>



G1 = G2 =

• per il grafo G1 l’algoritmo restituisce uno dei seguenti possibili cicli hamil-
toniani

(0, 2, 1, 4, 3) (0, 2, 4, 1, 3) (0, 3, 1, 4, 2) (0, 3, 4, 1, 2)

• il grafo G2 non ha cicli hamiltoniani e l’algoritmo non restituisce nulla.
<latexit sha1_base64="8vrATOt7F5Uyri95FT10Tn9D70M="></latexit>
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Nota che:

• per risolvere il problema possiamo quindi andare alla ricerca di una tale
permutazione.

<latexit sha1_base64="oe1UMGKhJ9mY+PKTtJQqAkNOobA="></latexit>

• Per potare lo spazio di ricerca nell’albero delle permutazioni possiamo

– imporre che la permutazione inizi con il vertice 0

– imporre che i prefissi della permutazione rappresentino cammini del
grafo.

<latexit sha1_base64="+UEiq6nePyq4sBsh/DUKRbJE1fE="></latexit>

<latexit sha1_base64="Ou3cNak86JzcjiNtEFzml7JHlmg="></latexit>

• ogni nodo del grafo viene toccato una sola volta dal ciclo quindi un ci-
clo hamiltoniano è una permutazione P degli n vertici del grafo con la
proprietà che esistono nel grafo tutti gli archi:

(P [0], P [1]), (P [1], P [2]), . . . , (P [n� 2], P [n� 1]), (P [n� 1], P [0]).
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Algoritmo di backtracking per la ricerca del  ciclo hamiltoniano 
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Complessità dell’algoritmo proposto:

La funzione di taglio introdotta (vale a dire la scelta di non generare solo per-
mutazioni che cominciano con 0 e i cui prefissi siano cammini del grafo) non
garantisce che i nodi generati porteranno ad una foglia che rappresenta un ciclo
hamiltoniano. La complessità quindi non sarà necessariamente proporzionale al
numero di cicli hamiltoniani esistenti.

<latexit sha1_base64="AdgCTzynS3xSKYeFYxphUr0BtEM="></latexit>

la Complessità dell’algoritmo è O(n!)

• l’albero di ricorsione è un albero delle permutazioni di altezza n � 1 che
ha dunque al O((n� 1)!)

• ogni nodo interno richiede tempo ⇥(n) mentre al più (n � 1)! foglie ver-
ranno raggiunte e ciascuna richiederà tempo O(1).

• il tempo totale è O((n� 1)! · n) = O(n!)
<latexit sha1_base64="rWxRKTYvIeG/+zV0XS+LABZl9TM="></latexit>



• La complessità del programma dipende fortemente dal grafo di input.

• Ci sono grafi per i quali trova subito un ciclo Hamiltoniano (ad es. se il

grafo è un ciclo) o determina che non ce ne sono (ad es. se il grafo è un

albero).
<latexit sha1_base64="TOmevr9nziZLrex2ZIJB7gDkjec="></latexit>

• Ma ci sono tantissimi grafi per i quali impiega tempo esponenziale per dare

una risposta. Basti pensare che se il grafo G non ha cicli Hamiltoniani,

tutti i cammini dal nodo 1 saranno comunque visitati e se questi sono

tanti la complessità sarà molto elevata.
<latexit sha1_base64="8VL8grCzMqoJWcvknlYXsZ/YIOI="></latexit>

• si consideri ad esempio il seguente grafo:
<latexit sha1_base64="416aS4p8rMuFtV+PUs0+CC+lElI="></latexit>
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Esercizio:

Ad esempio, ecco due delle possibile disposizioni per n = 8:

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

x
x

<latexit sha1_base64="VblulGH7fZVOJwbEZsTd+Corp/c="></latexit>

Il problema delle  regine. Data una scacchiera  vogliamo 
calcolare quanti diversi modi ci sono di disporre sulla 
scacchiera  regine in modo che nessuna di esse sia in grado di 
catturarne un'altra in base alle regole degli scacchi. Perciò una 
disposizione dovrà prevedere che nessuna delle  regine abbia 
colonna, riga o  diagonale in comune con un altra.

n n × n

n

n
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Bisogna quindi progettare una funzione di backtracking che prende come parametro
l’intero n e restituisce il numero di disposizioni lecite possibili.

<latexit sha1_base64="4Ha8RC9DupnOTvnVXH5iMHDz1LE="></latexit>

• Non è di�cile convincersi che per n = 2 ed n = 3 non esiste alcuna
disposizione lecita.

<latexit sha1_base64="8YwtXJ8sXHB+/5nP4IhuREn9GzY="></latexit>

• Per i primi valori di n la funzione deve dare le seguenti risposte:

n disposizioni
1 1
2 0
3 0
4 2
5 10
6 4
7 40
8 92
9 352

10 724
11 2680
12 14200
13 73712
14 365596
15 2279184

<latexit sha1_base64="5t67Y+QTuqe7LkO9Zh5f2W+FdRY="></latexit>
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Le disposizioni che vogliamo contare soddisfano 3 vincoli:

1. le n regine sono su righe distinte

2. le n regine sono su colonne distinte

3. le n regine sono su diagonali distinte
<latexit sha1_base64="ErkSpLPcaU5PwTmUQ1SkuqTbwuc="></latexit>

• I primi due vincoli fanno si che in ciascuna delle disposizioni da contare in
ogni riga della scacchiera ci sarà esattamente una regina e lo stesso varrà
per ogni colonna.

<latexit sha1_base64="i/ocNS6kffnLxAp0eJmendFWlts="></latexit>

• Questo significa che posso vedere ciascuna delle disposizioni da contare
come una permutazione dei numeri da 0 a n�1 dove in posizione i compare
la colonna in cui è stata sistemata la regina della i-esima riga.

<latexit sha1_base64="+wdIDJ+3b15E36FWl6pCbNaWtnE="></latexit>

x
x

x
x

x
x

x
x

7
1
3
0
6
4
2
5

= [7, 1, 3, 0, 6, 4, 2, 5]

<latexit sha1_base64="sNAqC7Ej4BETmIvHzUv/1s7SULg="></latexit>
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Una disposizione che soddisfa i primi due vincoli del problema (vale a dire regine
in righe e colonne distinte) può dunque essere vista come una permutazione dei
primi n interi.

<latexit sha1_base64="rUw6UHGk7d8+yCpIxx1Ip0+2iNU="></latexit>

Non tutte le permutazioni corrispondono alle disposizioni lecite che vogliamo
contare.

<latexit sha1_base64="J9aivRG3KpPBV3frBc/lyfB/JNo="></latexit>

Esempio di permutazione che non corrisponde ad una disposizione lecita per il
problema dellen regine (la regina sulla riga 2 e quella sulla riga 5 condividono
la stessa diagonale)

<latexit sha1_base64="1Dt14j2mc/Wp7pihBN9SQfvDFxM="></latexit>

[7, 1, 3, 0, 4, 6, 2, 5] =

7
1
3
0
4
6
2
5

x
x

x
x

x
x

x
x

<latexit sha1_base64="FAZBIieDzqBSuPZJLkkadUVAyeY="></latexit>
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Per risolvere il problema possiamo  modificare  il  programma  che stampa   
tutte le permutazioni dei primi  interi in modo che, anzicché stamparle, 
conti quelle che soddisfano i vincoli richiesti.  
Cominciamo a scrivere il programma per il conteggio delle "soluzioni" che 
soddisfanno solo i primi due vincoli quando si richiede alle regine di non 
essere mai nelle stesse righe o stesse colonne (in pratica conta le 
permutazioni lunghe n restituendo n!), aggiungeremo poi a questa versione 
del programma delle funzioni di taglio in modo che vengano generate (e 
quindi contate) solo permutazioni corrispondenti a disposizioni lecite.

n
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Ad esempio di seguito pern = 8 vengono evidenziate:

¥ in blu la diagonale destra-sinista di valorei + j = 4

¥ in rosso la diagonale sinistra-destra di valorei ! j = ! 2

(0, 2) (0, 4)
(1, 3)

(2, 2) (2, 4)
(3, 1) (3, 5)

(4, 0) (4, 6)
(5, 7)

<latexit sha1_base64="f+cAPnYgRKfNmXqSkaC0GWhBwlc="></latexit>

Bisogna ora aggiungere al codice i vincoli attinenti alle diagonali di modo che 

la posizione che si vuole assegnare ad una nuova regina non deve essere su 
una diagonale già occupata. 

Ogni cella della scacchiera appartiene a due diagonali: una diagonale che va da 
sinistra a destra (diagonale principale DP) ed una diagonale che va da destra a 
sinistra (diagonale secondaria DS). 

Ecco due proprietà che permettono di ricavare da una cella la diagonale a cui 
questa appartiene. 

• due celle  e  sono sulla stessa diagonale principale DP se e solo se 
 

• due celle  e  sono sulla stessa diagonale secondaria DS se e solo se 

(i, j) (i′￼, j′￼)
i − j = i′￼− j′￼

(i, j) (i′￼, j′￼)
i + j = i′￼+ j′￼
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¥ due celle (i, j ) e (i ! , j ! ) sono nella stessa diagonale da sinistra a
destra se e solo se i ! j = i ! ! j !

¥ due celle (i, j ) e (i ! , j ! ) sono nella stessa diagonale da destra a
sinistra se e solo se i + j = i ! + j !

<latexit sha1_base64="zShHqlRzdfCSWhSRDJyA4jhOJ2I="></latexit>

In un insieme  posso tener traccia delle diagonali già occupate che 
vanno da sinistra a destra mentre in un insieme  posso tener traccia 
delle diagonali già occupate che vanno da destra a sinistra. 
Per sapere se la diagonale DP della cella  è stata già occupata basta 
vedere se  è in DP, analogamente, per sapere se la diagonale DS della 
cella  è stata già occupata  basta vedere se  è in DS.

DP
DS

(i, j)
i − j

(i, j) i + j
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Esercizio

Ho una lista di interi  ed un intero positivo . Voglio sapere se nella 
lista esiste un insieme di interi la cui somma dia !

Ad esempio: sia !

" Per  la risposta • negativa!

" Per  la risposta • positiva (esistono diversi insiemi 
soluzione uno • dato dalla sottolista  )!

Progettare un algoritmo che dati  e  restituisce una sottolista di  
che risolve il problema se esiste,  altrimenti.

A k
k .

A = [61, 20, 1, 33, 20, 2, 4, 1, 1, 33]
k = 50
k = 70

[33, 4, 33]

A k A
None
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Esercizio
Un cavallo • piazzato nella prima cella in alto a sinistra di una 
scacchiera di lato  vogliamo trovare una sequenza di mosse del 
cavallo che lo portano a toccare una e una sola volta tutte le 
celle della scacchiera. !
Ad esempio per  una possibile soluzione • la seguente 
dove in ogni cella • riportato il numero di passi eseguiti dal 
cavallo per arrivare a quella cella.

n

n = 5

<latexit sha1_base64="VzsFtqEs+/tgGoyF0Pc3c8SfSPM="></latexit>

0 5 14 9 20
13 8 19 4 15
18 1 6 21 10
7 12 23 16 3

24 17 2 11 22

Progettare un algoritmo che dato  restituisce una tale sequenza 
di mosse se ne esistono,  altrimenti.

n
None
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Esercizio
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Esercizio
Dato un grafo diretto e pesato   ed un intero  vogliamo sapere se in  
esiste un cammino semplice (vale a dire un cammino che non tocca due volte 
uno stesso nodo ) di costo almeno  che parte dal nodo .  
Progettare un algoritmo che, dati  e  risolve il problema restituendo il 
cammino se esiste,  altrimenti. 

Ad esempio per il grafo in figura e  esiste un cammino semplice di 
costo  e la procedura deve restituire dunque la sequenza di nodi 

, 

G k G

k 0
G k

None

k = 58
60

[0, 7, 1, 2, 8, 6, 5, 3, 4]



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Esercizio


