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• L’albero delle permutazioni ha ⇥(n!) foglie e ⇥(n!) nodi interni.
<latexit sha1_base64="lDYCfmawfDXWr/Szu5T7r/YVXn8="></latexit>
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<latexit sha1_base64="iRb0J4fKAXNZlWOx3NTY3odn5I0="></latexit>
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Algoritmo esaustivo:
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=  2Θ(n log n)
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def perm(n): 
    presi=[0 for i in range(n)] 
    perm1(n, 0, [], presi) 

def perm1(n, i, sol, presi): 
    if i==n: 
        print(sol) 
    else: 
        for j in range(n): 
            if not presi[j] and j%2 == i%2: 
                sol.append(j) 
                presi[j]=1 
                perm1(n,i+1, sol, presi) 
                sol.pop() 
                presi[j]=0 

Algoritmo di backtraking:
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Il problema della 3-colorazione.
Sia G = (V,E) un grafo (non diretto), una 3-colorazione di G è una colorazione
sol dei suoi n nodi con tre colori tale che, per ogni arco {i, j} 2 E risulta
sol[i] 6= sol[j].

Progettare un algoritmo che preso un grafo G non diretto determina se G am-
mette una 3-colorazione sol o meno.
Più precisamente: se il grafo è 3-colorabile l’algoritmo restituisce una possibile
3-colorazione sol, in caso contrario non restituisce nulla.

<latexit sha1_base64="8bw924xk2ndMeGm/qCFYmydlV5M="></latexit>

G1= G2=

Ad esempio utilizzando i tre colori 0b0, 0r0 e 0v0:

• per il grafo 3-colorabile G1 l’algoritmo restituisce una delle seguenti pos-
sibili 3�colorazioni:

[0r0,0 v0,0 b0,0 r0,0 v0] [0r0,0 v0,0 b0,0 r0,0 b0] [0r0,0 b0,0 v0,0 r0,0 v0] [0b0,0 r0,0 v0,0 b0,0 v0]

[0r0,0 b0,0 v0,0 r0,0 b0] [0v0,0 r0,0 b0,0 v0,0 r0] [0v0,0 r0,0 b0,0 v0,0 b0] [0b0,0 v0,0 r0,0 b0,0 r0]

[0v0,0 b0,0 r0,0 v0,0 r0] [0v0,0 b0,0 r0,0 v0,0 b0] [0b0,0 r0,0 v0,0 b0,0 r0] [0b0,0 v0,0 r0,0 b0,0 v0]

• per il grafo G2 che non è 3-colorabile l’algoritmo non restituisce nulla.
<latexit sha1_base64="aGdr6vLOVtQ2n3BNqfdbDoKiZt8="></latexit>
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Algoritmo di backtracking che restituisce una eventuale  3-colorazione del grafo.
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Complessità dell’algoritmo proposto:

La funzione di taglio introdotta (vale a dire la scelta di non colorare un vertice
intermedio con un colore uguale a quello di un vertice adiacente già colorato)
non garantisce che quella colorazione porterà ad una foglia che rappresenta una
colorazione. La complessità quindi non sarà necessariamente proporzionale al
numero di 3-colorazioni esistenti.

<latexit sha1_base64="1pkCjJsxNQqVO0m38W4RQt/fdvA="></latexit>

la Complessità dell’algoritmo è O (3n · n)

• l’albero di ricorsione è un albero ternario di altezza n che ha dunque al
più 3n�1

3�1 = ⇥(3n) nodi (ricorda infatti che un albero t-ario completo, con

t > 1, ha esattamente
Pn

i=0 t
i = tn�1

t�1 nodi)

• ogni nodo interno richiede tempo O(n) mentre al più una foglia verrà
raggiunta e richiederà tempo O(1).

• il tempo totale è O (3n · n)
<latexit sha1_base64="cwNV1NGojl8yf4XwE43iwWx8+CY="></latexit>
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• È chiaro che G non è 3-colorabile ma il programma col3 quanto tempo
impiegherà per accorgersene?

<latexit sha1_base64="MnnPNvnEencOBPWrdJ6B7JYn8fk="></latexit>

• Per i primi n � 3 nodi l’algoritmo trova sempre due colori leciti (per il
nodo 1 ne trova tre) quindi la ricorsione genera almeno un albero binario
completo di profondità n� 3. Un tale albero contiene almeno 2n�3 nodi e
dunque la complessità sarà almeno pari a ⌦(2n) che è esponenziale in n.

<latexit sha1_base64="dwR5K03euy6uPSxc1K6EZsKUMCM="></latexit>
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In un grafo un ciclo si dice Hamiltoniano se tocca tutti i nodi del grafo.
<latexit sha1_base64="bUlyQX/20imnm3nejtbt5u0C6tc="></latexit>

Progettare un algoritmo che preso in input il grafo G restituisce un ciclo hamil-
toniano se nel grafo è presente, nulla altrimenti.

<latexit sha1_base64="+jpXFSvdh3N2CA21slRbmNbDzSc="></latexit>

Il grafo a sinistra non ha ciclo hamiltoniano, il grafo di destra si.

Il problema del ciclo Hamiltoniano: Dato un grafo G voglimo sapere se G ha o

meno un ciclo Hamiltoniano.<latexit sha1_base64="TMYY+GP3NaSmIvXHJQIkks9hEeQ="></latexit>

G1 = G2 =

• per il grafo G1 l’algoritmo restituisce uno dei seguenti possibili cicli hamil-
toniani

(0, 2, 1, 4, 3) (0, 2, 4, 1, 3) (0, 3, 1, 4, 2) (0, 3, 4, 1, 2)

• il grafo G2 non ha cicli hamiltoniani e l’algoritmo non restituisce nulla.
<latexit sha1_base64="8vrATOt7F5Uyri95FT10Tn9D70M="></latexit>
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• ogni nodo del grafo viene toccato una sola volta dal ciclo quindi un ciclo
hamiltoniano è una permutazione perm degli n vertici del grafo con la
proprietà che esistono nel grafo tutti gli archi:

(perm[0], perm[1]), (perm[1], perm[2]), . . . , (perm[n�2], perm[n�1]), (perm[n�1], perm[0]).
<latexit sha1_base64="VBfLgIFrUugqFPjPKfnotAYrm9E="></latexit>

Nota che:

• per risolvere il problema possiamo quindi andare alla ricerca di una tale
permutazione.

<latexit sha1_base64="oe1UMGKhJ9mY+PKTtJQqAkNOobA="></latexit>

• Per potare lo spazio di ricerca nell’albero delle permutazioni possiamo

– imporre che la permutazione inizi con il vertice 0

– imporre che i prefissi della permutazione rappresentino cammini del
grafo.

<latexit sha1_base64="+UEiq6nePyq4sBsh/DUKRbJE1fE="></latexit>
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Algoritmo di backtracking per la ricerca del  ciclo hamiltoniano 
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Complessità dell’algoritmo proposto:

La funzione di taglio introdotta (vale a dire la scelta di non generare solo per-
mutazioni che cominciano con 0 e i cui prefissi siano cammini del grafo) non
garantisce che i nodi generati porteranno ad una foglia che rappresenta un ciclo
hamiltoniano. La complessità quindi non sarà necessariamente proporzionale al
numero di cicli hamiltoniani esistenti.

<latexit sha1_base64="AdgCTzynS3xSKYeFYxphUr0BtEM="></latexit>

la Complessità dell’algoritmo è O(n!)

• l’albero di ricorsione è un albero delle permutazioni di altezza n � 1 che
ha dunque al O((n� 1)!)

• ogni nodo interno richiede tempo ⇥(n) mentre al più (n � 1)! foglie ver-
ranno raggiunte e ciascuna richiederà tempo O(1).

• il tempo totale è O((n� 1)! · n) = O(n!)
<latexit sha1_base64="rWxRKTYvIeG/+zV0XS+LABZl9TM="></latexit>

• La complessità del programma dipende fortemente dal grafo di input.

• Ci sono grafi per i quali trova subito un ciclo Hamiltoniano (ad es. se il

grafo è un ciclo) o determina che non ce ne sono (ad es. se il grafo è un

albero).
<latexit sha1_base64="TOmevr9nziZLrex2ZIJB7gDkjec="></latexit>

• Ma ci sono tantissimi grafi per i quali impiega tempo esponenziale per dare

una risposta. Basti pensare che se il grafo G non ha cicli Hamiltoniani,

tutti i cammini dal nodo 1 saranno comunque visitati e se questi sono

tanti la complessità sarà molto elevata.
<latexit sha1_base64="8VL8grCzMqoJWcvknlYXsZ/YIOI="></latexit>

• si consideri ad esempio il seguente grafo:
<latexit sha1_base64="416aS4p8rMuFtV+PUs0+CC+lElI="></latexit>


