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Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Dato un intero n vogliamo contare quante sono le stringhe binarie lunghe n in
cui non compaiono 2 zeri consecutivi.
L’algoritmo proposto deve avere complessità O(n).

Ad esempio:

• per n = 1 sono 2 (0, 1)

• per n = 3 sono 5 (010, 011, 101, 110, 111)

ESERCIZIO 1
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• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di tringhe binarie lunghe i in cui non compaiono 2 zeri consecutivi.

<latexit sha1_base64="QGZh3IJK/RLJXtlkzROP0a+0imE="></latexit>

• Una volta riempita la tabella la soluzione al nostro problema la troveremo
nella locazione T [n].

<latexit sha1_base64="M/NIaS0a+J4l9HRt4WFUMFQaBB8="></latexit>

Dato un intero  bisogna  contare le stringhe binarie lunghe  in cui 
non compaiono  zeri consecutivi. 

 

n n
2
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• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di tringhe binarie lunghe i in cui non compaiono 2 zeri consecutivi.

<latexit sha1_base64="QGZh3IJK/RLJXtlkzROP0a+0imE="></latexit>

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• il conteggio può essere visto come la somma delle stringhe da contare
lunghe i che terminano con 1 e le stringhe da contare lunghe i che termi-
nano con 0:

1. le stringhe da contare lunghe i che terminano con 1 si ottengono
accodando la cifra 1 a quelle da contare lunghe i�1. Queste stringhe
sono T [i� 1]

2. le stringhe da contare lunghe i che terminano con 0 devono avere
al punultimo posto la cifra 0 si ottengono dunque accodando 10 alle
tringhe da contare lunghe i�2. Queste stringhe sono dunque T [i�2]

<latexit sha1_base64="v+bceePLdHatfwio99LVp39mw/g="></latexit>

• Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T [i] nella
tabella.

T [i] =

8
<

:

1 se i = 0
2 se i = 1
T [i� 1] + T [i� 2] altrimenti

.
<latexit sha1_base64="wC5NkeE6lf2MRZPwJtWgztjDjKM=">AAADNXicbVLNjtMwEE7C3xL+unDkYtGAkFiiphzgslIFF44L2u6uVEfVxJ12R+s4ke1UlCjPwyPwFFxBHPaGuPIKONkWQZeRFU+++fnGn52VkowdDL77wZWr167f2LkZ3rp95+693u79I1NUWuBYFLLQJxkYlKRwbMlKPCk1Qp5JPM7O3rTx4yVqQ4U6tKsS0xwWiuY kwDpouuuPuCpIzVDZkGe4IFWTxZw+YhPy1mPv0VhgM7dwToo0MglM46JoNxKF670EJgrFREVMgHRDgctixJbg6IlFhxNKI8YUSldjIWv3OGQ17+af6EWW1kk86GxvsO00YdR12OcS55bX6zFBa1g1tZRNmLAnjOdZ8aFmBllE+4Oo4TwcbsNJB7tez5OU7/G9Z+2n/R2mf1JBWk25k4OcAKhmax6uaXFq4ygKm/gC38g07fU3k7LLzuZYfW9tB9PeOZ8Vomo5hARjJsmgtKnjsSRkK3tlsARxBgucOFdBjiatO6ka9rgyYAtWomYkWQfi3xU15Mas8sxl5mBPzXasBf8Xm1R2/iqtSZWVRSVaIksSOyIjNLk3hGzmbt9aaCdHRu7CQYO16K4YhHBg5R5V6PRItk9/2TkaxsmLePhu2B+9Xiuz4z30HnlPvcR76Y28t96BN/aE/8n/4n/1vwWfg/PgR/DzIjXw1zUPvH8s+PUbhyL+wg==</latexit>
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Complessità Θ(n)

T [i] =

8
<

:

1 se i = 0
2 se i = 1
T [i� 1] + T [i� 2] altrimenti

<latexit sha1_base64="B0mW4cThS4mt0W8lot2hUoS1hgQ="></latexit>

Implementazione: 
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ESERCIZIO esame:

Dato un intero n vogliamo contare quante sono le stringhe binarie lunghe n in

cui non compaiono 3 zeri consecutivi.

Ad esempio

• per n = 1 sono 2 (0,1)

• per n = 4 sono 13 (0100,0010,0011,0101,0110,1010,1001,1100,0111,1011,1101,1110,1111)

L’algoritmo proposto deve avere complessità O(n).

Motivare BENE la correttezza e la complessità dell’algoritmo pro-
posto.

<latexit sha1_base64="wrw6yRh6RsDkVx0vnLXliDQ2CgU="></latexit>
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• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di stringhe binarie lunghe i in cui non compaiono 3 zeri
consecutivi.

<latexit sha1_base64="cPdKi8ASQP3RQTODFmFnnmdNL4M="></latexit>

• Una volta riempita la tabella la soluzione al nostro problema la troveremo
nella locazione T [n].

<latexit sha1_base64="M/NIaS0a+J4l9HRt4WFUMFQaBB8="></latexit>

Dato un intero  bisogna  contare le stringhe binarie lunghe  in cui non compaiono 3 
zeri consecutivi. 

 

n n



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di stringhe binarie lunghe i in cui non compaiono 3 zeri
consecutivi.

<latexit sha1_base64="cPdKi8ASQP3RQTODFmFnnmdNL4M="></latexit>

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• possiamo partizionare tutte le stringhe da contare in tre di↵erenti tipolo-
gie: quelle che terminano con 1, quelle che terminano con 10 e quelle che
terminano con 100.

1. le stringhe da contare lunghe i che terminano con 1 si ottengono
accodando la cifra 1 a quelle da contare lunghe i�1. Queste stringhe
sono T [i� 1]

2. le stringhe da contare lunghe i che terminano con 10 si ottengono
accodando le 2 cifre 10 a quelle da contare lunghe i � 2. Queste
stringhe sono T [i� 2]

3. le stringhe da contare lunghe i che terminano con 100 si ottengono
accodando le 3 cifra 100 a quelle da contare lunghe i � 3. Queste
stringhe sono T [i� 3]

<latexit sha1_base64="ijyeCBk1Nm/6nfIVVloKzbHDxyA="></latexit>

• Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T [i] nella
tabella.

T [i] =

8
>><

>>:

1 se i = 0
2 se i = 1
4 se i = 2
T [i� 1] + T [i� 2] + T [i� 3] altrimenti

.
<latexit sha1_base64="zRofkHt6eR2GXymE5VG3qI86EBM="></latexit>
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T [i] =

8
>><

>>:

1 se i = 0
2 se i = 1
4 se i = 2
T [i� 1] + T [i� 2] + T [i� 3] altrimenti

<latexit sha1_base64="A+/Rq2Y7eAsjFP02ne+owthLETY="></latexit>

Implementazione:

La complessità è Θ(n)



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Dato un intero   vogliamo contare  quanti  modi  diversi  ci  sono di  sistemare   
persone in un albergo che dispone di camere singole e camere doppie. 

L’algoritmo proposto deve avere complessità . 

n n

O(n)
Ad esempio:

• per n = 2 sono 2:

– {[1], [2]}
– {[1, 2]}

• per n = 4 sono 10:

– {[1], [2], [3], [4]},
– {[1, 2], [3], [4]},
– {[1, 3], [2], [4]},
– {[1, 4], [2], [3]},
– {[2, 3], [1], [4]},
– {[2, 4], [1], [3]},
– {[3, 4], [1], [2]},
– {[1, 2], [3, 4]},
– {[1, 3], [2, 4]},
– {[1, 4], [2, 3]}

<latexit sha1_base64="prv1CapSzP7EaQ4lh2fY4HM/mgU="></latexit>

ESERCIZIO 2
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• Una volta riempita la tabella la soluzione al nostro problema la troveremo
nella locazione T [n].

<latexit sha1_base64="M/NIaS0a+J4l9HRt4WFUMFQaBB8="></latexit>

• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di modi in cui è possibile sistemare i persone nell’albergo.

<latexit sha1_base64="gartnqCwpJaE95EHxvgf8tk0EYc="></latexit>

Dato un intero  vogliamo contare quanti modi diversi ci 
sono di sistemare  persone in un albergo che dispone di 
camere singole e camere doppie. 

n
n
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• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di modi in cui è possibile sistemare i persone nell’albergo.

<latexit sha1_base64="gartnqCwpJaE95EHxvgf8tk0EYc="></latexit>

• Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare il valore T [i] calcolati
i valori T [j] che precedono nella tabella.

T [i] =

8
<

:

1 se i = 0
1 se i = 1
T [i� 1] + (i� 1) · T [i� 2] altrimenti

.
<latexit sha1_base64="3NyT1bcVHWPSNgNueutgr4WHqdY="></latexit>

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• possiamo vedere le disposizioni delle i persone come la somma di due
diverse tipologie: quelle in cui la persona i finisce in camera da sola e
quelle in cui la perona i finisce in camera con una delle altre i�1 persone:.

1. le di↵erenti disposizioni in cui i finisce da solo sono T [i � 1], sono
infatti tutti i possibili modi di disporre le altre i� 1 persone.

2. le di↵erenti disposizioni in cui i finisce in camera con una delle altre
i�1 persone sono (i�1) ·T [i�2] infatti ci sono i�1 modi di scegliere
il compagno di stanza e una volta scelto il compagno ci sono T [i� 2]
modi di disporre tutte le altre i� 2 persone nelle varie camere.

<latexit sha1_base64="g5/4/wnSUH6VLVrD4ytkFkUGERQ="></latexit>



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

T [i] =

8
<

:

1 se i = 0
1 se i = 1
T [i� 1] + (i� 1) · T [i� 2] altrimenti

<latexit sha1_base64="NxC+AKIv8bV0L2BPUofDxPJg9UY="></latexit>

La complessità è Θ(n)

Implementazione:



ESERCIZIO esame:

Abbiamo un gruppo di n amici che debbono pernottare presso un hotel. L’hotel

dispone di stanze da 1 , 2 e 3 posti letto.

Progettare un algoritmo che dato l’intero n calcola quante diverse allocazioni

delle n persone sono possibili.

Ad esempio per n = 4 la risposta deve essere 14.

Infatti mettendo tra parentesi le persone che finiscono in una stessa stanza ecco

di seguito le 14 possibilità:

{1}{2}{3}{4}
{1}{2, 3, 4}
{1}{2, 3}{4}
{1}{2, 4}{3}
{1}{3, 4}{2}
{1, 2}{3, 4}
{1, 2}{3}{4}
{1, 3}{2, 4}
{1, 3}{2}{4}
{1, 4}{2, 3}
{1, 4}{2}{3}
{1, 2, 3}{4}
{1, 2, 4}{3}
{1, 3, 4}{2}

L’algoritmo proposto deve avere complessità O(n).

Motivare BENE la correttezza e la complessità dell’algoritmo pro-
posto.

<latexit sha1_base64="gugOpJFi793WBRvs1hcsLeGOZq0="></latexit>
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Abbiamo un gruppo di  amici  che debbono pernottare presso un 
hotel. L'hotel dispone di stanze da ,  o  posti letto. Progettare un 
algoritmo che dato l'intero   calcola quante diverse allocazioni delle  

 persone sono possibili.

n
1 2 3

n
n

Utilizzeremo una tabella T di dimensione n + 1 e definiamo il contenuto delle
celle come segue:
T [i] = il numero di allocazioni per i persone, 1  i  n.

Una volta riempita la tabella la soluzione al nostro problema la troveremo in
T [n].

<latexit sha1_base64="Uyx5IZEbjUiKMXGgKTXndjlAuwk="></latexit>
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• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di modi in cui è possibile sistemare i persone nell’albergo.

<latexit sha1_base64="gartnqCwpJaE95EHxvgf8tk0EYc="></latexit>

Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T [i] della tabella

T [i] =

8
>><

>>:

1 se i = 1
2 se i = 2
5 se i = 3

T [i� 1] + (i� 1)T [i� 2] + (i�1)(i�2)
2 T [i� 3] altrimenti

<latexit sha1_base64="jnx+F1tNYArCi1aBdwEDCYM5+4g="></latexit>

La ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:
Possiamo considerare tre casi in base alla sistemazione della prima persona:

• la prima persona finisce in camera da sola. Questo può accadere in un
solo modo e poi ci sarà da considerare le possibili allocazioni delle altre
n� 1 persone. Quindi le allocazioni di questo tipo sono T [n� 1]

• la prima persona finisce in una camera da due . Questo può accadere in
n�1 modi (in base al compagno che gli capita) e poi ci sarà da considerare
le possibili allocazioni delle altre n � 2 persone. Quindi le allocazioni di
questo tipo sono (n� 1) · T [n� 2]

• la prima persona finisce in una camera da tre . Questo può accadere in�n�1
2

�
= n�1)(n�2)

2 modi (in base ai due compagni che gli capitano) e poi
ci sarà da allocare le altre n � 3 persone quindi le allocazioni di questo
tipo sono (n�1)(n�2)

2 · T [n� 3]
<latexit sha1_base64="TLDkasiHVono3lSC19NTPThdogk="></latexit>



Complessità Θ(n)

T [i] =

8
>><

>>:

1 se i = 1
2 se i = 2
5 se i = 3

T [i� 1] + (i� 1)T [i� 2] + (i�1)(i�2)
2 T [i� 3] altrimenti

<latexit sha1_base64="HX9r1rNDxnhO0nNNzDEtaaAHHJY="></latexit>
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Implementazione:
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ESERCIZIO 3

Il problema della sottosequenza crescente: Data una sequenza  di  interi, vogliamo 
trovare una sottosequenza  crescente (vale a dire i cui elementi risultano ordinati in 
modo crescente) di lunghezza massima.

S n

Data una sequenza  di elementi una sottosequenza di  si ottiene eliminando zero 
o più elementi da  (Nota: non necessariamente le eliminazioni devono avvenire in 
testa o in coda alla sequenza)

S S
S

Progettare un algoritmo basato sulla  che data una lista 
contenente una sequenza  di  elementi, in tempo  restituisce una 
sottosequenza crescente di lunghezza massima di . 

programmazione dinamica
S n O(n2)

S

Ad esempio:
data la sequenza 9, 3, 2, 4, 1, 5, 8, 6, 7, 2, una sua sottosequenza è 3, 1, 5, 6
(si ottiene eliminando dalla sequenza gli elementi indicati in rosso: 9, 3, 2, 4, 1, 5, 8, 6, 7, 2)

<latexit sha1_base64="m8ytb2WZmb7aKMJugky1R2XL3RI="></latexit>

NOTA: le sottosequenze possibili per una sequenza di  elementi sono .n Θ(2n)

Ad esempio:
data la sequenza S = 9, 3, 2, 4, 1, 5, 8, 6, 7, 2, una sottosequenza crescente di
lunghezza massima per S è 3, 4, 5, 6, 7.
( non è l’unica, un’altra possibile soluzione è 2, 4, 5, 6, 7).

<latexit sha1_base64="I6/gU+kZm4eKGOSXkJT6GirB/wQ=">AAADSHiclZJLb9NAEMfXLo8SHk3hyGVEglokK4odSgsSUoELx6KQtlIchfVmmq663jX7QGqsfDE+At+AAxJXOHFD3FiblEfKAeY0mpmd38x/NisEN7bbfR+EKxcuXrq8eqVx9dr1G2vN9Zv7RjnNcMCUUPowowYFlziw3Ao8LDTSPBN4kJ08q/IHb1AbruRLe1rgKKdTyY8 4o9aHxutBP5WKywlK23gyATSYF1w9SlOYUEtBUDD42qGcUSjTGjfU02xUxp1ubVF32Zm3+4/hYdSLkuh+FEdb0U70INqOkvY8AicpgFHWqp9dmUbDPB0BJhyEk9NjnPl4To3hOYUCNbT7bUhfAf77CD3P3qq47XkH0rSxCVJJ3wNBbDjpt69m2aDCak9QnpRxgdVows28Lt79T2DyC3ivM262zjJw3jlr0yIL2xs3P6QTxVzudWDCLz6Mu4UdlVRbzgTOG6kzWFB2Qqc49K6kOZpRWY82h7vOUKtqobiAOoi/vyhpbsxpnvnKnNpjs5yrgn/LDZ092hmVXBbOomQVyFYqVSDDNPffCv3NNFpL8/qCXAKjmlqLmgNl1Vmd/2cNr0e8vP15Zz/pxL1O8iJp7T5dKLNKbpM7ZJPEZJvskudkjwwIC94GH4NPwefwXfgl/Bp++1EaBos3t8gfthJ+B5BJ96w=</latexit>
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• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = la lunghezza massima per una sottosequenza crescente che termina con

l’elemento di S in posizione i.
<latexit sha1_base64="XjAjMjNlXAB++mg1EDProDOz1go="></latexit>

• Poiché la sottosequenza di lunghezza massima da qualche parte dovrà pur
terminare la soluzione al nostro problema sarà data da:

max
0i<n

(T [i])

.
<latexit sha1_base64="yYwePrslNSCOWLwJcwcm210nGdU="></latexit>

• come è tipico della programmazione dinamica progettiamo un algoritmo in
grado di trovare la lunghezza massima della sottosequenza di S (e solo in
un secondo tempo modificheremo l’algoritmo in modo da ottenere anche
la sottosequenza che ha quella lunghezza).

<latexit sha1_base64="3+uMp8OE8xeEMPSbg21/XWoiTPw="></latexit>
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• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = la lunghezza massima per una sottosequenza crescente che termina con

l’elemento di S in posizione i.
<latexit sha1_base64="XjAjMjNlXAB++mg1EDProDOz1go="></latexit>

• Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T [i] nella
tabella.

T [i] =

⇢
1 se Sj > Si per 0  j < i
max0  j < i con Sj < Si

(T [j]) + 1 altrimenti

.
<latexit sha1_base64="GAtOepUbSTtCTAP8ezUZEnbSads="></latexit>

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• se tutti gli elementi che precedono Si sono maggiori di Si allora l’unica
sottosequenza crescente che termina in posizione i è data dal solo elemento
Si.

• in caso contrario la sottosequenza che termina con Si avrà come prefisso
una sottosequenza crescente che termina in una posizione j con j < i
e Sj  Si e tra tutti i possibili ”agganci” prendo quello che produce la
sottosequenza più lunga.

<latexit sha1_base64="zPrlHZtNTO4Ow92Fepg1NEU6FXA="></latexit>



Implementazione:

• T [i] =

⇢
1 se Sj > Si per 0  j < i
max0  j < i con Sj < Si

(T [j]) + 1 altrimenti
.

<latexit sha1_base64="88fmxAKbVHBATtt2s/EZ0B7iiP4="></latexit>

La complessità è O(n2)
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• T [i] =

⇢
1 se Sj > Si per 0  j < i
max0  j < i con Sj < Si

(T [j]) + 1 altrimenti
.

<latexit sha1_base64="88fmxAKbVHBATtt2s/EZ0B7iiP4="></latexit>

una volta ottenuta la lunghezza l = max(T ) della sottosequenza crescente più
lunga e disponendo della tabella T possiamo ripercorrere all’indietro le scelte
che hanno portato alla sottosequenza di lunghezza massima e da queste ricavare
gli elementi della sottosequenza:

<latexit sha1_base64="jkbp6w+fIuwOyyt9w39CB5Dtmt8="></latexit>

3 ora possiamo scoprire qual’è la posizione t0 in cui si trova il terzultimo
elemento della soluzione
(per t0 deve aversi t0 < t e lista[t0] < lista[t] e T [t0] == l � 2)

<latexit sha1_base64="u2SM00mNzYnfwCYqnQ7ma1o389w="></latexit>

4 . . . . . . e cos̀ı via per l passi
<latexit sha1_base64="+a2op7eeRy+qgr7sywNwZXJffEQ="></latexit>

2 a questo punto possiamo scoprire qual’è la posizione t in cui si trova il
penultimo elemento della soluzione
(per t deve aversi t < j e lista[t] < lista[j] e T [t] == l � 1)

<latexit sha1_base64="JT269zHvGDF2I+h9ouBbKk2xsZ4="></latexit>

1. scoprire la posizione j in lista in cui termina la sequenza più lunga
(per j deve aversi T [j] == l)

<latexit sha1_base64="8IkfGJ+Bv3LfY47J1z689Faovqc="></latexit>
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Implementazione:

La complessità dell’implementazione è O(n2) .

• il calcolo della tabella richiede O(n2)

• il calcolo della lunghezza della soluzione richiede O(n)

• il calcolo della posizione j dell’ultimo elemento della sequenza richiede
O(n)

• Il calcolo delle posizioni degli altri elementi della sequenza richiede O(n)
infatti abbiamo due while annidati, consideriamo il costo dei due while

separatamente:

– il primo while viene eseguito esattamente l volte ma l  n quindi la
complessità è O(n)

– con il secondo while ad ogni esecuzione mi sposto verso sinistra di
una posizione, se sono all’inizio in posizione j in totale le iterazioni
di quel while non potranno mai superare j, ma j < n quindi la
complessità è O(n)

<latexit sha1_base64="mPpf1UGkWOs3y1fspzYTsO8x9Z4="></latexit>

E’ noto un diverso algoritmo che permette di risolvere il problema in tempo .O(n log n)
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Dato l’intero  vogliamo contare il numero di differenti tassellamenti di una 
superficie di dimensione  tramite tessere di domino di dimensione . 

n
n × 2 1 × 2

ESERCIZIO d’esame

L’algoritmo deve avere complessità O(n)

Ad esempio:

• per n = 1 la risposta dell’algoritmo deve ovviamente essere 1

• per n = 2 la risposta deve essere 2 perché sono possibili i soli due seguenti
tassellamenti:

<latexit sha1_base64="mKnHrbX8NezLQo11Dk8MvmVzfeo="></latexit>
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• Una volta riempita la tabella la soluzione al nostro problema la troveremo
nella locazione T [n].

<latexit sha1_base64="M/NIaS0a+J4l9HRt4WFUMFQaBB8="></latexit>

• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di tassellamenti possibili per la superficie di dimensione i⇥ 2.

<latexit sha1_base64="tYKtv9NLxKliNjO0zzAtgtLyLOM="></latexit>

Dato  l’intero   vogliamo  contare  il  numero  di  differenti 
tassellamenti di una superficie di dimensione  tramite tessere 
di domino di dimensione . 

n
n × 2

1 × 2
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la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• possiamo vedere i tassellamenti della superficie di dimensione i ⇥ 2 come
la somma di due diverse tipologie: i tassellamenti in cui il tassello che
copre l’ultima cella in basso a sinistra è posizionato in orizzontale e i
tassellamenti in cui il tassello che copre l’ultima cella in basso a sinistra è
posizionato in verticale:

1. i tassellamenti in cui il tassello che copre l’ultima cella in basso a
sinistra è posizionato in orizzontale sono T [i � 1], infatti il tassello
occupa l’i-esima riga della superficie e resta da tassellare una super-
ficie di dimensione (i � 1) ⇥ 2 (le prime i � 1 righe della superficie)
in tutti i modi possibili. Questi modi sono appunto T [i� 1].

2. i tassellamenti in cui il tassello che copre l’ultima cella in basso a
sinistra è posizionato in orizzontale sono T [i�2] infatti in questo caso
il vertice in basso a destra deve essere anch’esso coperto da un tassello
in verticale, questi due tasselli lasciano da coprire una superficie di
dimensione (i � 2) ⇥ 2 (la prime i � 2 righe della superficie iniziale)
in tutti i modi possibili. Questi modi sono appunto T [i� 1].

<latexit sha1_base64="t1ZD0hmIPOD4zEjsHZcUiehpkj4="></latexit>

1 
2 
… 

i-1 
i

1 
2 
… 
i-1 
i

• Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T [i] nella
tabella.

T [i] =

8
<

:

1 se i = 1
2 se i = 2
T [i� 1] + ·T [i� 2] altrimenti

.
<latexit sha1_base64="X/3W+Z4wg24zrQqLyMHNpFWCllc="></latexit>

• Utilizzeremo una tabella monodimensionale di dimensioni n+1 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i] = numero di tassellamenti possibili per la superficie di dimensione i⇥ 2.

<latexit sha1_base64="tYKtv9NLxKliNjO0zzAtgtLyLOM="></latexit>
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Complessità Θ(n)

Implementazione: 

T [i] =

8
<

:

1 se i = 1
2 se i = 2
T [i� 1] + T [i� 2] altrimenti

<latexit sha1_base64="7NlmhyO4CkWG454XQWughTdoMvQ="></latexit>
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ESERCIZIO d’esame

Dato un intero  vogliamo sapere quante sequenze di cifre decimali 
non decrescenti lunghe  è possibile trovare.  

n
n

Progettare un algoritmo che trova la risposta in tempo .O(n)

Ad esempio:

• per n = 1 la risposta dell’algoritmo deve ovviamente essere 10

• per n = 2 la risposta deve essere 55.
Infatti alla cifra x al primo posto possono seguire 10�x cifre diverse.Quindi
si ha

9X

x=0

(10� x) =
10X

i=1

i =
10 · 11

2
= 55

<latexit sha1_base64="4eIiln93mI4RmpHdUxY3PlG/a48="></latexit>
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Dato un intero  vogliamo sapere quante sequenze di cifre decimali non 
decrescenti lunghe  è possibile trovare. 

n
n

• Utilizzeremo una tabella bidimensionale di dimensioni n⇥ 10 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i, j] = numero di sequenze decimali non decrescenti lunghe i che terminano

con la cifra j.
<latexit sha1_base64="acd+aYgksp1obuoiwm7rSI0RClM="></latexit>

• Una volta riempita la tabella la soluzione al nostro problema sarà data
dalla somma degli elementi nell’ultima riga:

P9
j=0 T [n, j].

<latexit sha1_base64="xKsC/iUZdlFiUwlyY4dBd0YGxBE="></latexit>



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

• Utilizzeremo una tabella bidimensionale di dimensioni n⇥ 10 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T [i, j] = numero di sequenze decimali non decrescenti lunghe i che terminano

con la cifra j.
<latexit sha1_base64="acd+aYgksp1obuoiwm7rSI0RClM="></latexit>

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• esiste un’unica seguenza lunga 1 che termina con la cifra j, la cifra j ed è
ovviamente non decrescente.

• la sequenza lunga i non decrescente che termina con j è composta da una
sequenza non decrescente lunga i � 1 cui si accoda la cifra j. Perché la
sequenza risultante sia non decrescente la sequenza nondecrescente lunga
i� 1 deve terminare con una qualunque cifra k non superiore a j (vale a
dire: deve essere una della sequenza contata con T [i� 1, k])

<latexit sha1_base64="+EW/3tTICcgHvaCwkg+k2wXRplo="></latexit>

• Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T [i, j] della
tabella

T [i, j] =

⇢
1 se i = 1Pj

k=0 T [i� 1, k] altrimenti
.<latexit sha1_base64="Pi3FBe6yCXVUvMJkTTWzCAvVGr0="></latexit>
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T [i, j] =

⇢
1 se i = 1Pj

k=0 T [i� 1, k] altrimenti
<latexit sha1_base64="cm9pVE7r4HDGZ/xCkqFbUzCcoQI="></latexit>

Implementazione:

Complessità Θ(n)

• inizializzare la tabella costa ⇥(n) (nota che la tabella ha n + 1 righe ma
un numero costante di colonne: 10)

• dei 3 for annidati il primo viene iterato esattamente n volte, il secondo
viene ogni volta iterato esattamente 10 volte ed il terzo viene iterato ogni
volta al più 10 volte. Questo significa che il costo totale dei 3 for è ⇥(n).

<latexit sha1_base64="kaDBEMIQJj9N/ua0THLKwLvbLqI="></latexit>

NOTA CHE:
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ESEMPIO

Il problema della massima sottosequenza comune. Date due sequenze di simboli  e 
, vogliamo trovare una sottosequenza comune  e  che abbia lunghezza massima.

Progettate un algoritmo che risolva il problema in tempo  dove  sono i 
simboli in  ed  quelli in .

X
Y X Y

O(n ⋅ m) n
X m Y

• una delle possibili sottosequenze comuni di lunghezza 3:
<latexit sha1_base64="0qeMqP+NfhfwAdo/EiT8e/wO14I="></latexit>

• ci sono due diverse sottosequenze comuni di lunghezza massima B,C,A,B
e B,C,B,A:

<latexit sha1_base64="QcdbABbjzZJRCBVc/eSlhSgG8Ns="></latexit>

Ad esempio:
per X = ABCBDAB e Y = BDCABA

<latexit sha1_base64="fCrFiSxB6qagWE2tEX39XgFkt+0="></latexit>

Una terza stringa di lunghezza 4 è B D A B
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Concentriamoci preliminarmente sul calcolare il valore della soluzione 
ottima: 
Sia  e X = x1, x2, …xn Y = y1, y2 . . . ym .

Definiamo una tabella bidimensionale   di dimensioni  
dove:

• = massima lunghezza possibile per sottosequenze comuni al 
prefisso di  di lunghezza  ed al prefisso di  di lunghezza .

T (n + 1) × (m + 1)

T[i, j]
X i Y j

La soluzione al nostro problema sarà nella cella T[n, m]

 con conterrà dunque la lunghezza massima per sottosequenze 
comuni alle due stringhe 

 

T[i, j] i, j ≥ 1

X′ � = x1x2…xi
Y′ � = y1y2…yj
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= massima lunghezza possibile per sottosequenze comuni al prefisso di  di lunghezza  ed al prefisso di  di lunghezza .T[i, j] X i Y j

resta ora da definire la formula ricorsiva che permette di calcolare la cella T [i, j]
a partire dalle celle precedenti già calcolate:

<latexit sha1_base64="nSrwUUxZZ0ct/Yit7J7cz+EaLUs="></latexit>

T [i][j] =

8
<

:

0 se i = 0 o j = 0
T [i� 1][j � 1] + 1 se X[i� 1] = Y [j � 1]
max{T [i� 1][j], T [i][j � 1]} altrimenti

<latexit sha1_base64="1ty5eK5a16rj20IAhaXn3rmMSNY="></latexit>

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

• se non possiamo usare nessun simbolo di una delle due sequenze è ovvio
che la sottosequenza comune avrà lunghezza 0.

• se le due sequenze terminano con lo stesso simbolo allora la sottosequenza
comune più lunga terminerà con quel simbolo e per il resto sarà la sequenza
più lunga tra x1, x2 . . . xi�1 e y1, y2 . . . yi�1, vale a dire T [i, j] = T [i�1, j�
1] + 1

• se le due sequenze terminano con simboli diversi, diciamo a per X e b per
Y , allora deve verificarsi uno dei seguenti tre casi:

– la sottosequenza più lunga termina con a. In questo caso l’ultimo
simbolo di Y non influisce e si ha: T [i, j] = T [i, j � 1]

– la sottosequenza più lunga termina con b. In questo caso l’ultimo
simbolo di X non influisce e si ha: T [i, j] = T [i� 1, j]

– la sottosequenza più lunga termina con un simbolo c diverso da a e
b. In questo caso l’ultimo simbolo di X e l’ultimo simbolo di Y non
influiscono e si ha: T [i, j] = T [i� 1, j � 1]

e dovendo prendere il caso che produce la sottosequenza più lunga deve
aversi:

T [i, j] = max(T [i, j�1], T [i�1, j], T [i�1, j�1]) = max(T [i, j�1], T [i�1, j])

dove l’ultimo passaggio segue dal fatto che T [i � 1, j � 1]  T [i, j � 1] e
T [i� 1, j � 1]  T [i� 1, j].

<latexit sha1_base64="9rcBmOdq7bITFZ4V7n0DAaghf5M="></latexit>
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= massima lunghezza possibile per sottosequenze comuni al prefisso di  di lunghezza  ed al prefisso di  di lunghezza .T[i, j] X i Y j

resta ora da definire la formula ricorsiva che permette di calcolare la cella T [i, j]
a partire dalle celle precedenti già calcolate:

<latexit sha1_base64="nSrwUUxZZ0ct/Yit7J7cz+EaLUs="></latexit>

T [i][j] =

8
<

:

0 se i = 0 o j = 0
T [i� 1][j � 1] + 1 se X[i� 1] = Y [j � 1]
max{T [i� 1][j], T [i][j � 1]} altrimenti

<latexit sha1_base64="1ty5eK5a16rj20IAhaXn3rmMSNY="></latexit>

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento: 

• se non possiamo usare nessun simbolo di una delle due sequenze è ovvio che la sottosequenza comune avrà lunghezza 0  

• se le due sequenze terminano con lo stesso simbolo allora la sottosequenza comune più lunga terminerà con quel simbolo 
e per il resto sarà la sequenza più lunga tra  e , vale a dire . 

    . 

• se le due sequenze terminano con simboli diversi, diciamo  per   e  per ,  allora deve verificarsi uno dei seguenti  tre 
casi: 

• la sottosequenza più lunga termina con . In questo caso l'ultimo simbolo di  non influisce e si ha:  
• la sottosequenza più lunga termina con . In questo caso l'ultimo simbolo di  non influisce e si ha:  
• la sottosequenza più lunga termina con un simbolo  diverso da  e . In questo caso l'ultimo simbolo di  e l'ultimo simbolo di  non 

influiscono e si ha:  
  e dovendo prendere il caso che produce la sottosequenza più lunga deve aversi: 

 
            
dove l'ultimo passaggio segue dal fatto che  e . 

x1, x2…xi−1 y1, y2…yi−1
T[i, j] = T[i − 1,j − 1] + 1

a X b Y

a Y T[i, j] = T[i, j − 1]
b X T[i, j] = T[i − 1, j]

c a b X Y
T[i, j] = T[i − 1, j − 1]

T[i, j] = max(T[i, j − 1], T[i − 1,j], T[i − 1,j − 1])
= max(T[i, j − 1], T[i − 1,j])

T[i − 1,j − 1] ≤ T[i, j − 1] T[i − 1,j − 1] ≤ T[i, j − 1]
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Implementazione:

Complessità Θ(n ⋅ m)

T [i][j] =

8
<

:

0 se i = 0 o j = 0
T [i� 1][j � 1] + 1 se X[i� 1] = Y [j � 1]
max{T [i� 1][j], T [i][j � 1]} altrimenti

<latexit sha1_base64="1ty5eK5a16rj20IAhaXn3rmMSNY="></latexit>
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Una volta costruita la tabella T , se si vuole ricostruire la sottosequenza comune,
come al solito, possiamo, partendo dalla locazione T [n,m] (con il valore della
lunghezza massima) percorrere T a ritroso seguendo le scelte che hanno portato
a calcolare la lunghezza massima.

<latexit sha1_base64="1WwBv9dWpv4ZwISKmy2pahiCqug="></latexit>

T [i][j] =

8
<

:

0 se i = 0 o j = 0
T [i� 1][j � 1] + 1 se X[i] = Y [j]
max{T [i� 1][j], T [i][j � 1]} altrimenti

<latexit sha1_base64="XSMYm17rzNzSt+/O53GPtEefm64="></latexit>

Durante il percorso all’indietro sulla tabella T , per com’è fatta la ricorrenza,
quando ci si trova sulla cella T [i, j]:

• se X[i � 1] = Y [j � 1]: il simbolo X[i � 1] appartiene alla sottosequenza
di lunghezza ottima, e ci si sposta sulla cella T [i� 1, j � 1]

• se X[i � 1]! = Y [j � 1]: ci si sposta in T [i � 1, j] se T [i � 1, j] = T [i, j] ,
in caso contrario ci si sposta in T [i, j � 1].

quando si giunge ad una cella T [i, j] con i = 0 o j = 0 l’algoritmo termina.
<latexit sha1_base64="KZ6D1ph0vPzS50ZWxDdGnRy7pGc="></latexit>
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Nell’algoritmo proposto verrà restituita una terna:

• la prima componente è una lista con i simboli della sottosequenza più lunga,

• la seconda componente è una lista con le posizioni della sottosequenza in X,

• la terza componente è una lista con le posizioni della sottosequenza in Y .
<latexit sha1_base64="RDLxov/HuUWwPPCDdb+jbFgpfMk="></latexit>

• l’inizializzazione della tabella costa ⇥(n ·m)

• il calcolo dei valori della tabella costa ⇥(n ·m)

• L’esecuzione del while per il calcolo della soluzione costa tempo O(n+m).
Infatti, ad ogni passo del while, almeno uno degli indici i e j si decrementa.

<latexit sha1_base64="dFCWUnD/G75VnLoQu9Ap/kKaqn8="></latexit>

La complessità dell’algoritmo è  Θ(n ⋅ m)

Implementazione:

Ad esempio:

per X = ABCBDABO e Y = BDCABAO dove la soluzione ottima ha lunghezza

5 varrà restituita la terna:

([
0
B

0
,
0
C

0
,
0
B

0
,
0
A

0
,
0
O

0
], [1, 2, 3, 5, 7], [0, 2, 4, 5, 6])

<latexit sha1_base64="sDvHBZ0K2dmT71WGOlQeNlS+174="></latexit>


