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SISTEMI CON VINCOLI DI DIFFERENZA

La realizzazione di un progetto (in edilizia, sviluppo software, industria, ecc.)
consiste nell’esecuzione di un insieme di n attivita che identificheremo con gli
interi 1,2,...,n. Le esecuzioni delle attivitd sono soggette a vincoli. Oltre a
poter richiedere che l'esecuzione di una attivitd non possa iniziare prima che
un’altra sia terminata, vogliamo poter imporre che un’attivita debba iniziare
entro un certo lasso di tempo dall’'inizio di un’altra attivita. Denotando con
Z1,..., T, 1 tempi d’inizio (incogniti) delle n attivitd possiamo rappresentare
questo tipo di vincoli come segue:

e Per imporre che un’attivita j inizi solo dopo un certo tempo ¢ dall’inizio
di un’attivita ¢, introduciamo il vincolo:

T > wi+t

e Per imporre che I'attivita j inizi entro un certo lasso di tempo ¢ dall’inizio
di un’attivita ¢, introduciamo il vincolo

r; <xp+t
o Entrambi i tipi di vincoli possono essere posti in una forma canonica:
@i— ;< b
dove b pud essere positivo, negativo o nullo.
Questo tipo di vincoli vengono appunto chiamati vincoli di differenza.
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Dato un sistema di vincoli di differenza nelle incognite x|, x,...x, la prima cosa da fare

& scoprire se ammette soluzioni.

Infatti & facile trovare sistemi che non ammettono soluzioni:

$1—$2§ 1

= 0 < -1 Assurdo!
L9 — 11 < =2
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Possiamo ridurre il problema della soluzione di un sistema di vincoli di differenza
a quello della ricerca dei cammini minimi su di un grafo diretto con pesi anche
negativi:

Il grafo G ¢ cosi definito:

e ha n+ 1 nodi (un nodo ¢ per ogni incognita x; del sistema ed un nodo
7 sorgente” 0)

e ha un arco (j,4) di peso b per ogni vincolo z; —x; < b

e dal nodo sorgente partono n archi di peso 0 verso tutti gli altri nodi.

Nota che se il sistema ha 7 incognite ed m vincoli allora il grafo G ha n+1 nodi
e m + n archi e possiamo costruirlo in tempo O(n 4+ m).

Faremo vedere che il sistema con vincoli di differenza ha soluzione se e solo se il grafo corrispondente
non ha cicli negativi.
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Di seguito un esempio di riduzione dal sistema di vincoli di differenza con le 4
incognite 1, zg, 3 € x4 € i seguenti 4 vincoli:

xry—x1 < 3
T —xy < —4
r3—x9 < =5
ry—x3 < 4
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Se G ha un ciclo negativo allora il sistema non ammette
soluzione

® sia iy, i,...1 un ciclo di G di costo negativo.

e Per costruzione i k archi del ciclo nel sistema corrispondono ai
vincoli:
Tiy = Tiy

by

by

AN

Tig = Tiy

zi by

_
& (=

Tiy = Ty < by

e Una ipotetica soluzione che soddisfa tutte queste diseguaglianze
deve anche soddisfare la loro somma. Tuttavia, sommando i
membri a sinistra otteniamo zero mentre la somma dei mem-
bri di destra da il costo del ciclo (che & negativo). Quindi una
qualunque soluzione implicherebbe che 0 & inferiore ad un nu-
mero negativo il che & impossibile.
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Se G non ha cicli negativi allora il sistema di vincoli di differenza ha
soluzione.

Una soluzione si ottiene assegnando alla variabile z;, 1 <i < n, il costo
minimo per andare dal nodo 0 al nodo ¢ in G.

PROVA:

Indichiamo con M|i] il costo minimo per andare da 0 a ¢ in G (nota che
questo costo & ben definito perché da 0 posso raggiungere qualunque
nodo di G e non sono presenti cicli negativi.).

Bisogna dimostrare che:

per ogni diseguagliaza x; — 2; < b vale che M|[i| — M[j] <b.

A causa della diseguaglianza z; —x; < b nel grafo G & presente di certo
il seguente cammino:

P

>(P—b—O

ma allora M) < M[j]+0b
da cui deduciamo MIi| — M[j] <b
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Abbiamo quindi ricondotto il problema della ricerca di una soluzione per un
sistema con vincoli di differenza a quello della ricerca dei cammini minimi in un
grafo con pesi anche negativi. Riassumendo:

e a partire dal sistema con n variabili ed m vincoli costruisci il
corrispondente grafo G diretto e pesato di »’ = n + 1 nodi e
m’ =m + n archi.

Applica al grafo G (scegliendo come nodo sorgente il nodo 0)
I’algoritmo di Bellman-Ford per la ricerca dei cammini minimi
o di eventuali cicli negativi.

se vengono trovati cicli negativi allora il sistema non ha soluzioni,
in caso contrario assegna ad ogni variabile z; del sistema il costo
minimo per raggiungere il nodo i del grafo a partire dalla sor-
gente.

e La costruzione del grafo G costa O(n +m)

o L’esecuzione di Bellman-Ford richiede O(n'? + n'm’) = O(n? + nm)

Trovare la soluzione al problema del sistema di vincoli di differenza richiede
O(n*+nm)

Corso di Progettazione di Algoritmi — Prof. Angelo Monti




ESEMPIO: Un sistema di vincoli di differenza, il grafo costruito a partire dal sistema, I’albero dei cammini

minimi del grafo e infine una possibile soluzione del sistema.

xg—21 <3
1 —x2 < —4
3 —T2 < =D
za4—x3 < 4

xrT = —4
o = 0
r3 = -5
Tyg = -1
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