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SISTEMI CON VINCOLI DI DIFFERENZA 
La realizzazione di un progetto (in edilizia, sviluppo software, industria, ecc.)

consiste nell’esecuzione di un insieme di n attività che identificheremo con gli

interi 1, 2, . . . , n. Le esecuzioni delle attività sono soggette a vincoli. Oltre a

poter richiedere che l’esecuzione di una attività non possa iniziare prima che

un’altra sia terminata, vogliamo poter imporre che un’attività debba iniziare

entro un certo lasso di tempo dall’inizio di un’altra attività. Denotando con

x1, ..., xn i tempi d’inizio (incogniti) delle n attività possiamo rappresentare

questo tipo di vincoli come segue:

• Per imporre che un’attività j inizi solo dopo un certo tempo t dall’inizio
di un’attività i, introduciamo il vincolo:

xj � xi + t

• Per imporre che l’attività j inizi entro un certo lasso di tempo t dall’inizio
di un’attività i, introduciamo il vincolo

xj  xi + t
<latexit sha1_base64="W3H0fyM/kWuqqO8kvGNBWjBdrgA="></latexit>

• Entrambi i tipi di vincoli possono essere posti in una forma canonica:

xi � xj  b

dove b può essere positivo, negativo o nullo.
<latexit sha1_base64="FALW0reKtTdAjUEa1AIGn1sOBK0="></latexit>

Questo tipo di vincoli vengono appunto chiamati vincoli di di↵erenza.
<latexit sha1_base64="xjHXPgD8YE0MF1h2mhnoe7E+PNc="></latexit>
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Dato un sistema di vincoli di differenza nelle incognite  la prima cosa da fare 
è scoprire se ammette soluzioni.

x1, x2…xn

Infatti è facile trovare sistemi che non ammettono soluzioni:
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Possiamo ridurre il problema della soluzione di un sistema di vincoli di di↵erenza
a quello della ricerca dei cammini minimi su di un grafo diretto con pesi anche
negativi:

<latexit sha1_base64="J5tu4bBZgXDvJGN+MV2HGgdRupk="></latexit>

Il grafo G è cos̀ı definito:

• ha n + 1 nodi (un nodo i per ogni incognita xi del sistema ed un nodo
”sorgente” 0)

• ha un arco (j, i) di peso b per ogni vincolo xi � xj  b

• dal nodo sorgente partono n archi di peso 0 verso tutti gli altri nodi.
<latexit sha1_base64="6EUrZuWzu36OTysNGkqzvYiv8UQ="></latexit>

Nota che se il sistema ha n incognite ed m vincoli allora il grafo G ha n+1 nodi
e m+ n archi e possiamo costruirlo in tempo O(n+m).

<latexit sha1_base64="4mxYqaj2fuU0ToPEB1q/nfMattU="></latexit>

Faremo vedere che il sistema con vincoli di differenza ha soluzione se e solo se il grafo corrispondente 
non ha cicli negativi. 
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Di seguito un esempio di riduzione dal sistema di vincoli di di↵erenza con le 4
incognite x1, x2, x3 e x4 e i seguenti 4 vincoli:
x4 � x1  3
x1 � x2  �4
x3 � x2  �5
x4 � x3  4

<latexit sha1_base64="GHlWYnUwc2bziaRYE0M7cefEPxU="></latexit>
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Se G ha un ciclo negativo allora il sistema non ammette
soluzione

<latexit sha1_base64="GeX0H/QKsnrTU6eAGKYvLKSOjyQ="></latexit>

• sia i1, i2, . . . ik un ciclo di G di costo negativo.

• Per costruzione i k archi del ciclo nel sistema corrispondono ai
vincoli:
xi2 � xi1  b1
xi3 � xi2  b2
. . .
xik � xik�1  bk�1

xi1 � xik  bk

• Una ipotetica soluzione che soddisfa tutte queste diseguaglianze
deve anche soddisfare la loro somma. Tuttavia, sommando i
membri a sinistra otteniamo zero mentre la somma dei mem-
bri di destra dà il costo del ciclo (che è negativo). Quindi una
qualunque soluzione implicherebbe che 0 è inferiore ad un nu-
mero negativo il che è impossibile.

<latexit sha1_base64="5qxCzBqbIirjyoBpCScz6NRpuPM="></latexit>
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Se G non ha cicli negativi allora il sistema di vincoli di di↵erenza ha
soluzione.
Una soluzione si ottiene assegnando alla variabile xi, 1  i  n, il costo
minimo per andare dal nodo 0 al nodo i in G.

<latexit sha1_base64="K5vpI1nTZ2sU1+JUfnBfD2tJgvA="></latexit>

PROVA:

Indichiamo con M [i] il costo minimo per andare da 0 a i in G (nota che

questo costo è ben definito perchè da 0 posso raggiungere qualunque

nodo di G e non sono presenti cicli negativi.).

Bisogna dimostrare che:

per ogni diseguagliaza xi � xj  b vale che M [i]�M [j]  b.

A causa della diseguaglianza xi�xj  b nel grafo G è presente di certo

il seguente cammino:
<latexit sha1_base64="YgnuFE/TJPJ6WKlKfFyWcuOrhW4="></latexit>

ma allora M [i]  M [j] + b
da cui deduciamo M [i]�M [j]  b

<latexit sha1_base64="Q+UOjDiEz03kVij1+fxNz3WrjuI="></latexit>
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Abbiamo quindi ricondotto il problema della ricerca di una soluzione per un
sistema con vincoli di di↵erenza a quello della ricerca dei cammini minimi in un
grafo con pesi anche negativi. Riassumendo:

<latexit sha1_base64="u5i0IK3rQjpogBrLy0rL6xURV6U="></latexit>

• a partire dal sistema con n variabili ed m vincoli costruisci il
corrispondente grafo G diretto e pesato di n0 = n + 1 nodi e
m0 = m+ n archi.

• Applica al grafo G (scegliendo come nodo sorgente il nodo 0)
l’algoritmo di Bellman-Ford per la ricerca dei cammini minimi
o di eventuali cicli negativi.

• se vengono trovati cicli negativi allora il sistema non ha soluzioni,
in caso contrario assegna ad ogni variabile xi del sistema il costo
minimo per raggiungere il nodo i del grafo a partire dalla sor-
gente.

<latexit sha1_base64="uZP5ljZwaJ1NKR2rN66gXy4Xy5c="></latexit>

• La costruzione del grafo G costa O(n+m)

• L’esecuzione di Bellman-Ford richiede O(n02 + n
0
m

0) = O(n2 + nm)
<latexit sha1_base64="Hvn+fq3/J8n7s6Ex+JzA+Pr6K5I="></latexit>

Trovare la soluzione al problema del sistema di vincoli di di↵erenza richiede
O(n2 + nm)

<latexit sha1_base64="bMVzlrvnewJ9CvL5WjDG51JTTg0="></latexit>
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x4 � x1  3
x1 � x2  �4
x3 � x2  �5
x4 � x3  4

<latexit sha1_base64="4ZRMn3LA5kUmY9eKSPDZmKEUVlQ="></latexit>

x1 = �4
x2 = 0
x3 = �5
x4 = �1

<latexit sha1_base64="pLU8/07vf1FNGNUE0Spny/rqG04="></latexit>

ESEMPIO: Un sistema di vincoli di differenza,  il grafo costruito a partire dal sistema,  l’albero dei cammini 
minimi del grafo e infine una possibile soluzione del sistema. 


