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ESERCIZIO

Dato un intero n vogliamo sapere quante sono le
sequenze di cifre decimali non decrescenti lunghe n.

Ad esempio:
e per n = 1 la risposta dell’algoritmo deve ovviamente essere 10

e per n = 2 la risposta deve essere 55.
Infatti alla cifra x al primo posto possono seguire 10—z cifre diverse.Quindi

si ha .
210—:5 Z 10 s

Progettare un algoritmo che trova la risposta in tempo O(n).
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e Utilizzeremo una tabella bidimensionale di dimensioni n X 10 e definiamo
il contenuto delle celle come segue:
T'[¢][j] = numero di sequenze decimali non decrescenti lunghe ¢ che terminano
con la cifra j.

e Una volta riempita la tabella la soluzione al nostro problema sara data
dalla somma degli elementi nell’ultima riga: Z?:o T[n]lj].

e Resta da definire la regola ricorsiva con cui calcolare i valori T'[é][j] della

tabella
1 se =1

Tlills) = { i:o T[i — 1]|k] altrimenti
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1 se 1 =1

Tlilly] = izo T[i — 1][k] altrimenti

la ricorrenza viene fuori dal seguente ragionamento:

e csiste un’unica seguenza lunga 1 che termina con la cifra j, la cifra j ed e
ovviamente non decrescente.

e la sequenza lunga 7 non decrescente che termina con j € composta da una
sequenza non decrescente lunga ¢ — 1 cui si accoda la cifra j. Perché la
sequenza risultante sia non decrescente la sequenza nondecrescente lunga
i — 1 deve terminare con una qualunque cifra k£ non superiore a j (vale a
dire: deve essere una della sequenza contata con T'[i — 1, k| e k < j)
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1 se 1 = 1
TIi4] — |
7101 ) Tli—1][k] altrimenti
Implementazione:

def es(n):

T =1[ [0]%10 for _ in range(n+l)]
for j in range(10):

T[1][jl=1
for i in range(2, n+l):

for j in range(10):

for k in range(j+1):
T[i1[j] += T[i-1][K]

return sum(T[n])

Complessita O(n)

>>> es(1)
10

>>> es(2)
55

>>> es(3)
220

e inizializzare la tabella costa ©(n) (nota che la tabella ha n + 1 righe ma
un numero costante di colonne: 10)

e dei 3 for annidati il primo viene iterato esattamente n volte, il secondo
viene ogni volta iterato esattamente 10 volte ed il terzo viene iterato ogni
volta al piu 10 volte. Questo significa che il costo totale dei 3 for ¢ O(n).
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Esercizio: data una matrice M binaria n Xn vogliamo verificare se nella matrice
e possibile raggiungere la cella in basso a destra partendo da quella in alto a
sinistra senza mai toccare celle che contengono il numero 1. Si puo assumere che
MT[O][0] = 0.

Si tenga conto che ad ogni passo ci si puo spostare solo di un passo verso destra
o un passo verso il basso.

Ad esempio per la matrice A la risposta e SI mentre per la matrice B la risposta
e NO

0/0/0]00]1 0/0/0[0]0]0
0|1(0|1]|1]|1 0[{1(1/1]0/0
0/0|0|1|0]1 0/1/0[{0]0]0
A_OlOOOO B_OlOlll
0/]0/0[0|1]0 0/1/0[{0]0]0
1/1/0(1]010 0[{0(0|0]1/0

Progettare un algoritmo che in tempo ©®(n?) risolve il problema rispondendo True o
False.

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo proposto.
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- Utilizziamo una tabella T bidimensionale n X n dove:
T|i]lj] = True se esiste un cammino che in M va dalla cella

MJO][0] in alto a sinistra e arriva alla cella M[i][j] senza toccare
celle con valore 1 (False altrimenti).

- La soluzione al problema sara nella cella T[n-1][n-1]

- Ecco di sequito la regola ricorsiva che permette di calcolare
valori delle varie celle della tabella:

( False

T'rue
Tl)ljl=q Thllj—1
T:i — 1][]':
Tl -1

or T|i — 1]|j]

se Mi][j] =1
se1=7=20
se 1 = ()

se 1 =0
altrimenti
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( False se M[i]lj] =1
T'rue se1=7=0
Tl) = { Tl -1 se i =D
Tli — 1][y] se j =0
| Tli|lj — 1] or T[i—1]|j] altrimenti

la ricorrenza viene fuori dal sequente ragionamento:

se la cella M[i]j] contiene 1 allora non & possibile
raggiungerla.

la cella M[0][0] e ovviamente raggiungibile.

-una cella della prima riga puo essere raggiunta solo dalla
cella che la precede sulla riga.

-Una cella della prima colonna puo essere raggiunta solo
dalla cella che la precede sulla colonna.

-una cella "interna” e raggiungibile se posso raggiungerla
dalla cella che la precede sulla riga e/o dalla cella che la
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Implementazione:

def es(M): Complessita O(n?)
n = len(M)
T = [[Truel*n for _ in range(n)]
# calcola prima riga
for j in range(1,n):
if M[O][j] == 1:
T[0][j] == False
else:
T[0][j] = T[e][j-1]
# calcola prima colonna
for i in range(1,n):
if M[i] [0] == 1:
T[i] [0] = False
else:
T[i] [0] = T[i-1][0]
# calcola celle interne
for i in range(l,n):
for j in range(1,n):
if M[i][j] == 1:
T[il[j] = False
else:
T[il[j] = T[i-11[j] or TI[i]l [j-1]
return T[n-1] [n-1]
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ESERCIZIO.

Abbiamo una matrice quadrata binaria M di dimensione
nXn e vogliamo sapere qual e la dimensione massima per
le sottomatrici quadrate di soli uni contenute in M.

Ad esempio, per la matrice M in figura la risposta & 3 (in
blu e evidenziata la sottomatrice di soli uni di dimensione

3 x3)

I
Jo= =] =] =] =
[y e ) Y =
[y Uy WY [ Wy -

= = = = O

| O =t =t | =t | =

Progettare un algoritmo che data la matrice M restituisce il

massimo intero [ per cui la matrice [ X[ e una sottomatrice
di soli uni di M.

L'algoritmo deve avere complessita o®n?).

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo
proposto.
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« Utilizziamo una tabella T bidimensionale n X n dove:

T1i][j] = il lato massimo della sottomarine quadrata di soli 1

il cui angolo in basso a destra ¢ M[i][j| (se MIi][j]=O allora
T[i][jl=0).

+ La soluzione al nostro problema sara il massimo tra 1
valori della tabella.

+ Ecco la regola ricorsiva che permette di calcolare 1 vari
valori della tabella:

0 se M[i][j] =0
T'[i][7] = < 1 sei=0¢e/oj=0
| min{ T([j~ 1), Tl ~1), Th—1}j] }+1 altrimenti



0 se Mli][j] = 0
Tl = ¢ 1 sei=0¢e/oj=0
\ min{ Tl)lg — 1], Tli—1][y —1], T[i—1]{j] } + 1 altrimenti

La ricorrenza viene fuori dal sequente ragionamento:

« Se MIi][j] =0 allora il rettangolo di tutti uni che ha come
cella in basso a destra quella cella ha lato zero.

. Se M[i][j] = 1:

« Le matrici che hanno come cella in basso a destra una
cella della prima riga o della prima colonna di M hanno
lato 1.

« Altrimenti: Per formare un quadrato di lato k£ che termini
in Mli][j] tutti e tre i lati del quadrato a sinistra, del
quadrato 1in diagonale e del quadrato a destra devono
avere almeno lato k— 1. Il minimo tra questi tre valori ci
dice quanto possiamo far crescere al massimo il quadrato
in esame mantenendo al suo interno solo valori 1.



Complessita O(n?)

[11 0, 1! a] ’
[0,1,1,1],
11,1,1,01],
[0,0,0,1]
]
Implementazione: >>> es(M)
2
def es(M):
n = Len(M)
T = [[0] * n for _ in range(n)]
lato = 0

for i in range(n):
for j in range(n):
if M[i][j] == e:

T[il[j]l = ©
elif i == or j ——
Tlil[j] =1

else:

T[il[j] = min(T[il[j-1], TIli-1]1[j-1], TIli-11[j]) + 1
lato = max(lato, TI[ilI[j])
return lato

Corso di Progettazione di Algoritmi — Prof. Angelo Monti



ESERCIZIO.

Il problema dello zaino: Abbiamo uno zaino di capacita c ed n oggetti,

ognuno con un peso p; e un valore v,
Vogliamo sapere il valore massimo che si puo inserire nello zaino.

Ad Esempio, si consideri l'istanza con c=11 e n=5 oggetti con peso e
valore riportati nella sequente tabella
oggetto | valore | peso
1 1 1
2 6 1
3 138 5!
4 22 5!
5! 28 7
- il sottoinsieme di oggetti {3, 5} non & una soluzione ammissibile (perché di
peso 12 > ¢)

- il sottoinsieme di oggetti {1, 2, 4} & una soluzione ammissibile (di peso 10 e
valore 29) ma non ottima (perché ne esistono di valore maggiore).

- il sottoinsieme di oggetti {1, 3, 4} & una soluzione ammissibile (di peso 11 e
valore 41) si pud dimostrare che & anche una soluzione ottima.

Progettare un algoritmo che, data la capacita ¢ dello zaino e i vettori P (dei
pesi) e V (dei valori) degli oggetti, risolve il problema in tempo ®(nc).
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Utilizziamo wuna tabella bidimensionale 7 di dimensione
(m+1)X(C+1) dove:
T1i][j] = massimo valore ottenibile dai primi i oggetti per uno
zaino di capacita ;.

La soluzione al nostro problema sara T[n]|c].

Ecco la regola ricorsiva che permette di calcolare i vari valori
della tabella:

(0 sei=0075=0
Tlillj] = ¢ Tli—1][j] se p; > J
| max{ T[i —1|[j], v; +T[i —1}[j —p;] } altrimenti
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(0 set=007=0

T[] = Tl —1][J] se p; > J
\ max{ T'[i —1|[j], v; +T[i —1][j —p;] } altrimenti

la ricorrenza viene fuori dal sequente ragionamento:

- se non si hanno oggetti (vale a dire i =0) o la capacita dello zaino & nulla allora
il valore della soluzione sara O.

- se l'i-esimo oggetto ha un peso superiore alla capacita j dello zaino (vale a dire
J<Pli—1], allora non puo esservi inserito e quindi il valore della soluzione
dipendera da quello che si pud ottenere dagli altri i—1 oggetti (vale a dire
Tli—1, c])

- in generale, se nello zaino c'é¢ possibilita di inserire l'oggetto i (vale a dire
P[i — 1] £ j) allora ci sono due possibilita:

l'oggetto i non viene inserito nello zaino. In questo caso il massimo valore
della soluzione sara 7[i — 1,c|.

+ l'oggetto i viene inserito nello zaino. In questo caso c'e un guadagno V[i] e
per i rimanenti i—1 oggetti resta disponibile una capacita residua di
J—Pli]. Di conseguenza il valore massimo della soluzione sara
VIi-1]1+T[i—-1, j— Pli — 1]].

Pertanto il valore della soluzione sara max(7[i—1, ]|, V[i— 1]+ 7T[i—=1,c—=Pli—1]])
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Implementazione:

Complessita O(nc)

def es(P, V, c):
n=Llen(P)
T=[[0]*(c + 1) for _ in range(n+l)]
for i in range(1l, n+l):
for j in range(l, c+l):
if j < P[i-1]:
TI[i] [j]1=T[i-1]1[j]
else:
T[il[j]l= max( T[i-1][j], V[i-1] + T[i-1][j - P[i-1]] )
return T, T[n]I[c]
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>> V = [1, 6, 18, 22, 28]
>>> P = [1, 4, 5, 5, 7]
>>> es(P, V, 10)

>>> 40

e per la tabella T di dimensioni 6 x 11 si avra:
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ESERCIZIO:

[l problema del resto: Ho n diversi tagli di banconote ed
un resto ¢ da dare. Voglio sapere quanti modi ci sono di

produrre il resto ¢ se ho una quantita illimitata di
banconote dei vari tagli.

Ad esempio, con 1 tre tagli 1,2 e 3 e ¢=5 la risposta e 5
(infatti si hanno i sequenti possibili resti:

11111 1112 113 23 122.

Progettare un algoritmo che, dato l'intero ¢ e la lista A
con gli n tagli delle banconote (A[i] & l'iesimo taglio), in
tempo O(nc), risolva il problema.

Motivare BENE la correttezza e la complessita
dell'algoritmo proposto.
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@®Utilizzeremo una tabella bidimensionale di dimensioni (c+ 1) *(n+1)

e definiamo il contenuto delle celle come segue:
T[il[j/1= numero di modi di dare 1l resto 1 quando si dispone dei

soli primi j tagli 0<i<c, 0<j<n

® una volta riempita la tabella la soluzione al problema sara data
da T[c][n]

@® Ecco di seguito la ricorrenza che permette di riempire la tabella

1 se 1 =0
qr 0 se 7 =0
TEIN =3 - 1) coi < Alj — 1]
T[)[j — 1]+ TJi — A[j — 1]][j] altrimenti
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1 se 1 =0
ar 0 se 7 =0
TEIT =93 T — 1 i< Alj — 1]

Th|[j — 1]+ T[i — A[j — 1]][j] altrimenti

la ricorrenza viene fuori dal sequente ragionamento:
- C'é un solo modo di dare resto zero (non dare nulla) 7[0][j] =1

« Con zero tagli non c'e modo di dare un resto i > 0. 7[i][0] =0

- se il j-esimo taglio e maggiore del resto da dare allora banconote di quel
taglio non possono contribuire alla produzione del resto.

Tl =Tl — 11

-in generale, se la banconota puo contribuire al resto posso avere un resto
in cui la uso ed uno in cui non la uso.

* La banconota i non viene usata per produrre il resto j. In questo
caso il resto posso ottenerlo solo con le altre banconote
r'liljl = Tllly - 11.

- La banconota i viene usata almeno una volta per produrre il resto
i. In questo caso dovro produrre ancora il resto i —A[j — 1] e quindi
I'iljl=Tli = Alj = 111/]

Pertanto i modi di dare il resto sono

Tlillj1 = TUI = 1+ Tl = Alj = 111I/]
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Implementazione Complessita O(nc)

def es(c, A):
n = len(A)
# Crea una tabella (c+1) x (n+1)
T =[[0] * (n + 1) for _ in range(c + 1)]
# Caso base: 1 modo per ottenere resto 0,
# indipendentemente dai tagli
for j in range(n + 1):
T[o][j] =1
# Riempimento tabella
for i in range(l, c + 1):
for j in range(l, n + 1):
# Escludiamo il j-esimo taglio (A[j-1])
Tiil 11l = Fl111) = 1]
# Includiamo il j-esimo taglio, se possibile
3t 1 >=Al) = 11
T[il[j] += T[i - A[j - 11]1[j]
return T[c] [n]
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>>> A = [1, 2, 5]
>>> es(5,A)
4

si ha infatti:

-
-

-
-

-
-
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ESERCIZIO

Una transazione e l'acquisto di un oggetto sequito dalla sua
vendita (che non pud ovviamente avvenire prima del giorno
dell'acquisto).

Disponiamo di un vettore A di interi dove A[i] e la quotazione
dell'oggetto nel giorno i.

Dato il vettore A con le quotazione deil prossimi n giornl e
dovendo esequire una singola transazione vogliamo sapere qual
e il guadagno massimo cui possiamo aspirare.

nota che se il vettore e decrescente il guadagno massimo e 0.

Ad esempio:

- per A=17,9,56,3,2] il guadagno massimo & 2 (basta
acquistare a 7 e rivendere a 9).

- Per B=[3,2,6,10,4,8,1] il guadagno massimo & 8 (basta
acquistare a 2 e rivendere a 10).

Progettare un algoritmo che risolve il problema in tempo O(n).

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo
proposto.
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« Utilizziamo wuna tabella T monodimensionale di
lunghezza n dove:

T[il=11 guadagno massimo che ottengo se vendo 1l
gLorno i.

+ La soluzione al problema sara max(7).

+ La ricorrenza che permette di riempire la tabella e la
seqguente:

| 0 se 1 =0
T[] = { Ali] — min(A[: i 4+ 1]) altrimenti
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se 1 =20

, 0
Ti| = Ali] — min(A[: i 4+ 1]) altrimenti

La ricorrenza viene fuori dal sequente ragionamento:

+ Se vendo il giorno iniziale non posso che comprare il
giorno stesso e quindi il guadagno e 0.

- Se vendo il giorno i ottengo A[i] per la vendita e per

avere il guadagno massimo devo aver acquistato nel giorno
tra O ed i in cui l'oggetto costava meno.
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(

0 se 7 =(

Ti] = « Ali] — min(A[: i + 1])  altrimenti

\\

Per ottenere tempo ®(n) devo essere in grado di calcolare ciascuna delle n celle

in tempo O(1) e per far cio basta pre-calcolare per ciascun giorno i il costo
minimo fino a quel giorno.

def es(A):
#in B[i] precalcolo il valore min(A[:i+1])
B = [0]xn
B[O0] = A[0O]
for i in range(1l, n):
ﬁ B[i] = min(A[i], B[i-1])

T = [0]*n

for i in range(1l, n):
T[i] = A[i] - BI[il

return max(T)
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ESERCIZIO.

Voglio sapere quanti diversi alberi binari posso avere con n nodi (si
distingue tra figlio destro e figlio sinistro).

Ad esempio:

- per n =0 la risposta e 1

- per n=2 la risposta e 2. Ecco i 2 alberi: Q/Q %
+ per n=3 la risposta e 5. Ecco i 5 alberi { >/<>\( % }

Progettare un algoritmo che risolve il problema in tempo O(n?)

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo
proposto.

per n = O la risposta e 1
per n = 1 la risposta e 1
per n = 2 la risposta e 2
per n = 3 la risposta e 5
per n = 4 la risposta e 14
per n = 5 la risposta e 42
per n = 6 la risposta e 132
per n = 7 la risposta e 429
per n = 8 la risposta e 1430
per n = 9 la risposta e 4862
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Uso una tabella monodimensionale di dimensione n+ 1 dove:
T[i] = il numero di alberi con i nodi

- La soluzione al problema sara il valore Tl|n].

- La ricorrenza che permette di riempire la tabella e la

sequente:

Tli] =

se 1 = ()
T|j|- Tt —1—4] altrimenti
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(

se 7 =0

| 1
Ti] = < ;;E T\j|- Tt —1—7] altrimenti

\

La ricorrenza viene fuori dal sequente ragionamento:
*Per i =0 c'e solo l'albero vuoto e quindi 7T[0] =1

+Se i >0 a parte la radice restano i — 1 nodi da sistemare. Nel
sottoalbero di sinistra posso sistemarne j con 0<j<i e nel
sottoalbero di destra ne finirannoi—1—.

Per ogni j, ho dunque T[] alberi a sinistra e T[i—1 —]

alberi a destra.
In conclusione il numero totale di alberi possibili e

i—1
D T Tli— 1 =]

J=0
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Implementazione
Complessita em?)

def es(n):
T = [0] x (n+l)
T[] =1
for i in range(l, n+l):
for j in range(i):
Tli] += T[j1*T[i-1-j]
return T[n]
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ESERCIZIO.
Abbiamo n dadi distinti ciascuno con f facce e da un lancio

di questi dati vogliamo ottenere la somma s. Progettare un

algoritmo che in tempo O -s-f) restituisce il numero di
modi diversi in cuil questo e possibile.

Ad esempio:

- per n=2, f=6 s=3 la risposta dell'algoritmo deve
ovviamente essere 3 (le combinazioni possibili sono:
1,2, 2,1 2.2)

- per n=2, f=2 s=6 la risposta deve essere 1 (l'unica
combinazione possibile & 2,2,2).

+ Per n=5,f=5 s=30 la risposta deve essere O (non ci
sono combinazioni possibili)

+ Per n=4, f=5 s=3 la risposta deve essere O (non ci
sono combinazioni possibili)

- Per n=3, f=5s=5 la risposta deve essere 6 (le
combinazioni possibili sono: 113, 122, 131, 212, 221, 311. )

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo proposto.



ESERCIZIO.
Progettare un algoritmo che, dato lintero positivo n, in tempo

O(n) conta il numero di stringhe ternarie lunghe n che non
contengono né la sottostringa 02 né la sottostringa 20 (vale a

dire:) le cifre adiacenti presenti nella stringa differiscono al piu
di 1).

Ad esempio:
- per n=1 la risposta dell'algoritmo deve ovviamente essere 3

- per n = 3 la risposta deve essere 17 perché delle 3’ =27
stringhe ternarie lunghe 3 le sole stringhe ‘vietate' sono le
sequenti 10:

020, 021, 022, 002, 102, 202, 200, 201, 120, 220.

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo proposto.

per n = 1 la risposta e 3
per n = 2 la risposta e 7
per n = 3 la risposta e 17
per n = 4 la risposta € 41
per n = 5 1la risposta € 99
per n = 6 la risposta € 239
per n = 7 la risposta € 577
per n = 8 la risposta € 1393
per n = 9 la risposta &€ 3363



ESERCIZIO.
Progettare un algoritmo che, dato un intero n, restituisce il

numero di stringhe lunghe n che e possibile ottenere con i 4

simboli

0,1,2 e 3 facendo in modo che nelle stringhe non

compaiano mai due cifre dispari adiacenti.

Ad esempio

- per n =2 la risposta e 12, infatti le stringhe lecite sono:
00, 01, 02, 03, 10, 12, 20, 21, 22, 23, 30, 32.

L'algoritmo proposto deve avere complessita O(n).

Motivare
proposto.
pern= 11la
per n = 2 la
per n = 3la
per n = 4 la
per n = 5 1a
per n = 6 la
pern = 7 la
per n = 8 la
per n = 9 la

bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo

soluzione
soluzione
soluzione
soluzione
soluzione
soluzione
soluzione
soluzione
soluzione

D+ M M’ (M- M’ D (D M’ D

12

40

128
416
1344
4352
14080
45568
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ESERCIZIO.
Progettare un algoritmo che, data una stringa numerica

decimale s conta le sottostringhe numeriche di s divisibili
per 3. Ad esempio:

- per la stringa s = 1111 la risposta deve essere 2 (infatti le
sottostringhe di s divisibili per tre sono: 111, 111).

- per la stringa s = 33588 la risposta deve essere 6 (infatti le
sottostringhe di s divisibili per tre sono:
3, 3, 33, 588, 3588, 33588).

- per la stringa s = 3456 la risposta deve essere 6 (infatti le
sottostringhe di s divisibili per tre sono:

3, 6, 45, 345, 456, 3456).

L'algoritmo proposto deve avere complessita O(n) dove n e la
lunghezza della stringa (i.e. i digit del numero in s)

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo
proposto.
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Esercizio: dato un intero positivo kK ed una matrice M con interi

positivi di dimensione nXn contare i cammini di costo k£ che in M
partono dalle cella in alto a sinistra e raggiungono la cella in basso a
destra.

Si tenga conto che ad ogni passo ci si puo spostare solo di un passo
verso destra o un passo verso il basso e che il costo di un cammino e
dato dalla somma dei valori delle celle toccate.

Ad esempio per la matrice A di sequito a sinistra con k=12 la

risposta & 2

1123

A= (41619 | o
I due cammini sono:
3121 15253551

Progettare un algoritmo che in tempo ®(n%k) risolve il problema.

Motivare bene la correttezza e la complessita dell'algoritmo proposto.
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