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Un semplice algoritmo di complessità  è il seguente:O(n log n)

Problema: Abbiamo una lista A di n numeri distinti ed un intero k, 1  k  n.
Vogliamo l’elemento di rango k in A.

<latexit sha1_base64="Wni3JdZYFpyRSVeOtK4DNkUx9uU="></latexit>

Data una lista A, il rango di un elemento x in A è il numero di elementi che
sono minori o uguali ad x in A.

<latexit sha1_base64="ylDpjVc6Bs89JhwsNu73c0tL7oI="></latexit>

• Se k = 1 o k = n il problema si riduce alla ricerca del minimo o del
massimo e questi casi sono risolvibili in tempo O(n).

• Utilizzando la tecnica del divide et impera, vedremo che, anche nel caso
generale, il problema può risolversi in O(n).

• In altre parole dimostreremo che il problema della selezione è computazional-
mente più semplice di quello dell’ordinamento (che richiede tempo ⌦(n log n)).

<latexit sha1_base64="8s+/t1Nw2kpsPLQZwUAjb3PFwvI="></latexit>

Esempi:

• il minimo in A è l’elemento di rango 1.

• il mediano in A è l’elemento di rango
⌃
n
2

⌥

• il massimo in A è l’elemento di rango n.
<latexit sha1_base64="EdsIAUFKuOBJ/aSai/I3AaszXDk="></latexit>

Il problema della selezione
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Approccio basato sul Divide et impera:

• scegli nella lista A un elemento x (che chiameremo perno).

• a partire da A costruisci due liste A1 ed A2, la prima contenente gli ele-
menti di A minori di x e la seconda gli elementi di A maggiori di x.

• dove si trova l’elemento di rango k?

– se |A1| � k allora l’elemento di rango k è nel vettore A1

– se |A1| = k � 1 allora l’elemento di rango k è proprio x.

– se |A1| < k � 1 allora l’elemento di rango k è in A2 è l’elemento di
rango k � |A1|� 1 in A2

<latexit sha1_base64="+F7fltfaDEL8kZk8QN51FVecW3g="></latexit>

Nota che: dopo aver costruito dalla lista A di n elementi le due liste A1 e A2,
grazie al test sulla cardinalità di A1 il problema della selezione dell’elemento di
rango k o risulta risolto o viene ricondotto alla selezione di un elemento in una
lista con meno di n elementi.

<latexit sha1_base64="H8H8Ip83EpWH1e3Rd1GngdnjXSI="></latexit>
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Complessità: se indichiamo con m la cardinalità massima tra quella delle due
sottoliste lista1 e lista2 risultanti dalla scelta del perno possiamo limitare la
complessità T (n) dell’algoritmo con la seguente ricorrenza

T (n)  T (m) +⇥(n)
<latexit sha1_base64="bt0FPZOukWqgYd7g2utAysiKauY="></latexit>

Complessità di selezione2 nel caso peggiore:
La procedura che tripartisce la lista in lista1, p e lista2 può restituire una
partizione massimamente sbilanciata in cui si ha ad esempio

|lista1| = 0 e |lista2| = n� 1.

questo accade quando il perno p scelto risulta l’elemento minimo nella lista.

Qualora questo evento sfortunato si ripesse sistematicamente nel corso delle

varie partizioni eseguite dall’algoritmo (questo può accadere quando cerco il

massimo in una lista ordinata), allora la complessità dell’algoritmo al caso pes-

simo è catturata dalla seguente equazione:

T (n) = T (n� 1) +⇥(n)

che risolta dà
T (n) = ⇥(n2)

<latexit sha1_base64="fNbOpzichVer77tZh5rJwa+jdhI="></latexit>
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Se avessimo una regola di scelta del perno p in grado di garantire una partizione
perfettamente bilanciata (vale a dire m = max {|lista1|, |lista2|} = n/2) allora
per la complessità T (n) dell’algoritmo avremmo

T (n) = T

⇣
n

2

⌘
+⇥(n)

che produce
T (n) = O(n)

<latexit sha1_base64="MU0baPCi0HMYCLk0vuXoOo1X7jE="></latexit>

Chiedere che la partizione sia perfettamente bilanciata forse è chiedere troppo,
potremmo allora accontentarci di chiedere che p garantisca partizioni non troppo
sbilanciate come ad esempio quelle per cui m  3n/4. In questo caso si ha

T (n)  T

✓
3

4
n

◆
+⇥(n)

che risolta dà ancora T (n) = O(n).
In generale finché m è una frazione di n (anche piuttosto vicina ad n come ad
esempio 99

100n) la ricorrenza dà sempre T (n) = O(n).
<latexit sha1_base64="YvTuFe/zkLbyce6qyS4/wqPDRAo="></latexit>
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IDEA:
scegliamo il perno p a caso in modo equiprobabile tra gli elementi della lista.

• Anche se la scelta ”casuale” non produce necessariamente una partizione
bilanciata, quanto visto ci fa intuire che la complessità rimane lineare in
n.

<latexit sha1_base64="vBcDa2dqm3rJ0wAKij1+8Ozks0o="></latexit>
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• Un’analisi rigorosa dimostra che, se la scelta del perno avviene in modo

equiprobabile a caso tra i vari elementi della lista, il tempo di calcolo

dell’algoritmo risulta con alta probabilità lineare in n.

• il tempo dell’algoritmo selezione2 prob è O(n) con alta proba-
bilità.

• Ovviamente nel caso peggiore, quando nelle varie partizioni che si suc-

cedono nell’iterazione dell’algoritmo si verifica che il perno scelto a caso

risulta sempre vicino al massimo o al minimo della lista ( e quindi m ⇡
n � 1), la complessità dell’algoritmo rimane O(n

2
). Però questo accade

con probabilità molto piccola.
<latexit sha1_base64="bi3zngk3+wzYLRmVXy3nMnL54Q4="></latexit>

Algoritmo probabilistico per la selezione:
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Vedremo ora un algoritmo deterministico che garantisce complessità  anche al caso pessimo.O(n)

• Dividi gli n elementi di lista in gruppi di 5 elementi ciascuno
tranne al più l’ultimo che potrebbe averne di meno e considera
i primi

⌅
n
5

⇧
gruppi ottenuti (tutti di 5 elementi ciascuno)

• Trova il mediano in ciascuno di questi
⌅
n
5

⇧
gruppi.

• Trova il mediano p dei
⌅
n
5

⇧
mediani.

• Usa p come perno di lista.
<latexit sha1_base64="zSIX2O9EoLshm8KRu8YBS3Lyv9g="></latexit>

Descriviamo ora un metodo (noto come il mediano dei mediani) per selezionare
un perno p che garantisce di produrre sempre due sottoliste lista1 ed lista2
ciascuna delle quali ha al più 3

4n elementi:
<latexit sha1_base64="ou5uh5q5a9JPSkz67LEbriwH66M="></latexit>

Sappiamo che riuscire a selezionare un perno in grado di garantire che nessuna
delle due sottoliste lista1 e lista2 abbia più di cn elementi per una qualche
costante 0 < c < 1, avrebbe come conseguenza una complessità di calcolo O(n)

<latexit sha1_base64="kpDaBBFNO0riZ0poBn4LRc7mObQ="></latexit>
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Vedremo ora un algoritmo deterministico che garantisce complessità  anche al caso pessimo.O(n)

• Dividi gli n elementi di lista in gruppi di 5 elementi ciascuno
tranne al più l’ultimo che potrebbe averne di meno e considera
i primi

⌅
n
5

⇧
gruppi ottenuti (tutti di 5 elementi ciascuno)

• Trova il mediano in ciascuno di questi
⌅
n
5

⇧
gruppi.

• Trova il mediano p dei
⌅
n
5

⇧
mediani.

• Usa p come perno di lista.
<latexit sha1_base64="zSIX2O9EoLshm8KRu8YBS3Lyv9g="></latexit>

lista=[15, 2, 10, 16, 21,12, 1, 9, 11, 17, 22, 3, 8,13, 14, 4, 9, 19, 5, 6, 20, 23,18, 7]

15, 2, 10, 16, 21 | 12, 1, 9, 11, 17 | 22, 3, 8, 13, 14 | 4, 19, 5, 6, 20 | 23, 18, 7

2,10, 15, 16, 21 | 1,  9, 11,12, 17 | 3, 8, 13, 14, 22 | 4, 5, 6, 19, 20 |

15, 11, 13, 6

 6, 11, 13, 15

p=11

ESEMPIO:
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PROPRIETA’: Scegliendo il perno con cui partizionare una lista di

n elementi , con n > 120, in base alla regola appena descritta si è

sicuri che la dimensione di ciascuna delle due sottoliste lista1 e lista2
ottenute sarà limitata da

3
4n.

<latexit sha1_base64="GCFYv16SpQnxEBQ/kvq2i51Gq2c="></latexit>

PROVA:

• il perno scelto p ha la proprietà di trovarsi in posizione
⌃

n
10

⌥
nella lista

degli
⌅
n
5

⇧
mediani selezionati in lista.

Ci sono dunque
⌃

n
10

⌥
� 1 mediani di valore inferiore a p e

⌅
n
5

⇧
�

⌃
n
10

⌥

mediani di valore superiore a p.

• Prova che |lista2| < 3
4n:

– considera gli
⌃

n
10

⌥
� 1 mediani di valore inferiore a p.

– Ognuno di questi mediani appartiene ad un gruppo di 5 elementi in n.

– Ci sono dunque in n altri 2 elementi inferiori a p per ogni mediano. In
totale abbiamo 3

�⌃
n
10

⌥
� 1

�
� 3 n

10 �3 elementi di lista che finiranno
in lista1.

– |lista2|  n� (3 n
10 �3) = 7

10n+3  3
4n (dove l’ultima diseguaglianza

segue dal fatto che n � 120)

• Prova che |lista1| < 3
4n:

–
⌅
n
5

⇧
�
⌃

n
10

⌥
�

�
n
5 � 1

�
�
�

n
10 + 1

�
= n

10 �2 mediani di valore superiore
a p.

– Ognuno di questi mediani appartiene ad un gruppo di 5 elementi in n.

– Ci sono dunque in n altri 2 elementi superiori a p per ogni mediano.
In totale abbiamo almeno 3 n

10 � 6 elementi di lista che finiranno in
lista2.

– |lista1|  n� (3 n
10 �6) = 7

10n+6  3
4n (dove l’ultima diseguaglianza

segue dal fatto che n � 120)
<latexit sha1_base64="c/MZqnu3B3qrLxBKZrJndJM+NpY="></latexit>
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Implementazione dell’algoritmo selezione:
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Implementazione dell’algoritmo selezione:

Complessità:

• nota che:

– ordinare 120 elementi richiede tempo O(1).

– ordinare una lista di n elementi in gruppetti da 5 richiede tempo O(n).

– selezionare i mediani dei mediani di gruppi da 5 da una lista in cui gli
elementi sono stati ordinati in gruppetti da 5 richiede tempo O(n).

<latexit sha1_base64="Iyie0CK+U7PxTwfJmDFP4bjuggw="></latexit>

• Sappiamo che per n � 120 risulta |lista1|  3
4n e |lista2|  3

4n.
Dunque per la complessità T (n) dell’algoritmo si ha

T (n) 
⇢

O(1) se n  120
T
�
n
5

�
+ T

�
3n
4

�
+O(n) altrimenti

Notiamo che la ricorrenza è del tipo

T (n) = T (↵ · n) + T (� · n) +O(n) con ↵+ � = 1/5 + 3/4 = 19/20 < 1.

mostreremo nel prossimo lucido che ricorrenze di questo tipo hanno tutte

come soluzione

T (n) = O(n).
<latexit sha1_base64="qrkuBGM2ruXsrUCLtx6nalFjwjw="></latexit>
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Se  e , allora .T(n) = T(α ⋅ n) + T(β ⋅ n) + cn α + β < 1 T(n) = O(n)
ESERCIZIO:

PROVA:

• Il fatto che ↵ + � sia inferiore ad 1 gioca un ruolo fondamentale nella
prova.
Consideriamo l’albero delle chiamate ricorsive generato dalla ricorrenza e
analizziamone il costo per livelli.

<latexit sha1_base64="WhHs3rUuGB6KqM8jq8pJGOaT5Bo="></latexit>

• Al primo livello abbiamo un costo (↵+�)·n, al secondo un costo (↵+�)2 ·n
al terzo un costo (↵+ �)3 · n e cos̀ı via.

<latexit sha1_base64="4QzT/SU1eXcyCoDuSNTRajjWjqg="></latexit>

• Il tempo di esecuzione totale è la somma dei contributi dei vari livelli:

T (n) < c·n+c·(↵+�)·n+c·(↵+�)2·n . . . = c·n·
1X

i=0

(↵+�)i = c·n 1

1� (↵+ �)
= ⇥(n)

<latexit sha1_base64="7mX/9MQJ5u7Zh5HLk4tHg+hVe+k="></latexit>

dove nel calcolare la serie abbiamo sfruttato il fatto che ↵ + � < 1 e la serie
geometrica

P1
i=0 x

i, con x < 1, converge a 1
1�x .<latexit sha1_base64="WL2bf4OLue7gaimx+5N7k5pK76Y="></latexit>
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Abbiamo quindi dimostrato che il problema della selezione può essere risolto in
tempo lineare.
Abbiamo infatti un algoritmo che risolve il problema in O(n) al caso pessimo.
Tuttavia, a causa delle grandi costanti moltiplicative nascoste dall’O(n), nella
pratica l’algoritmo randomizzato che ha tempo O(n) con alta probabilità si
comporta molto meglio.

<latexit sha1_base64="gve4Ad2lcTwwq48y0vDc4ghZEbM="></latexit>
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ESERCIZIO:

Data una lista di n interi A, un’inversione in A è una coppia (A[i], A[j]) con
0  i < j < n, per cui A[i] > A[j].

<latexit sha1_base64="8pU0OttiITyTTZhLEyJ/Sjrjcxs="></latexit>

L’algoritmo di ricerca esaustiva che esamina tutte le coppie di elementi della lista 
richiede tempo .O(n2)

Ad esempio per A = 1 3 4 2 5 3 sono presenti le inversioni
(3, 2), (4, 2), (4, 3) e (5, 3).

<latexit sha1_base64="beFqOcZhQRlijN8FI1oRVB3z2EE="></latexit>

PROBLEMA: progettare un algoritmo che, data la lista A, in tempo O(n log n)

determina il numero di inversioni presenti nella lista A.
<latexit sha1_base64="e0/5tjcb+NgRmtBxfgiwdN05hT0="></latexit>
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Un algoritmo basato sul divide et impera è il seguente:

• separa la lista in due metà X e Y

• conta ricorsivamente le inversioni in ciascuna due metà

• conta le inversioni (x, y) con x 2 X e y 2 Y

• restituisci la somma dei tre numeri trovati.
<latexit sha1_base64="gIc5pLQKtEVlzdd30F2VfFFN9l8="></latexit>

A = 1 5 4 8 10 2 6 9 3 7
<latexit sha1_base64="eB0rsJH9xS+sdhR1gNWVORno3pM="></latexit>

Y = 2 6 9 3 7
(6, 3), (9, 3), (9, 7)

<latexit sha1_base64="OoAcFM6Es9mi9kdRYJP3tSQSlt4="></latexit>

X = 1 5 4 8 10
(5, 4)

<latexit sha1_base64="hpQPKdpxxZSCsb7mZi9IQ5myQAM="></latexit>

X = 1 5 4 8 10 Y = 2 6 9 3 7

(5, 2), (5, 3), (4, 2), (4, 3), (8, 2), (8, 6), (8, 3), (8, 7), (10, 2), (10, 6), (10, 9), (10, 3), (10, 7)
<latexit sha1_base64="t90So3skr8aZFfB0ZxjX2PlF+ds="></latexit>

restituisce 1 + 3 + 13 = 17
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Se vogliamo migliorare serve un modo più furbo per combinare le due soluzioni.
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X = 1 5 4 8 10 Y = 2 6 9 3 7

• conta le inversioni (x, y) con x in X e y in Y
<latexit sha1_base64="6EroN6tAabN/24yGConRm9YIPM0="></latexit>

IDEA:

• ordina X

• per ogni elemento y in Y :

– e↵ettua una ricerca binaria in X per scoprire quanti elementi di X
sono più grandi di y

<latexit sha1_base64="6rbuMidkIPQNirkWWjrRsbulJDo="></latexit>

Le inversioni (x, y) con x in X e y in Y sono 4 + 2 + 1 + 4 + 2 = 13
<latexit sha1_base64="D/OdlEvsBlJ70bsAGbBUto+/lh0="></latexit>
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Se vogliamo migliorare il tempo serve un modo più furbo per combinare le due soluzioni.

• separa la lista in due metà  e  
• conta ricorsivamente quante inversioni ci sono nelle due sottoliste 

• ordina la sottolista  
• per ogni elemento della sottolinea  calcola con ricerca binaria quante inversioni forma con  

• restituisci la somma totale delle inversioni calcolate

X
Y X



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

   i                                                                 j 
           i                                                         j 
           i                                                               j 
           i                                                                       j 
                  i                                                                j 
                          i                                                        j 
                          i                                                                 j 
                          i                                                                          j 
                                     i                                                               j

X = 1 4 5 8 10 Y = 2 3 6 7 9
<latexit sha1_base64="jjT40nmKvwPPI0ac6UnOM/sun5Q="></latexit>

0 inversioni 
4 inversioni 
4 inversioni 
0 inversioni 
0 inversioni 
2 inversioni 
2 inversioni 
0 inversioni 
1 inversioni
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• modifichiamo la funzione ricorsiva di modo che oltre a restituire il numero
di inversioni ordina anche gli elementi della lista in questo modo al mo-
mento della ricerca delle inversioni con un estremo in X e l’altro in Y , le
due parti X e Y risultano ordinate.

• contare le inversioni con x in X e y in Y utilizzando l’idea 2 richiede O(n)

• prima di restituire il numero di inversioni totali, con una funzione fondi

di tempo O(n) dalle due parti ordinate X e Y otteniamo la lista ordinata.
<latexit sha1_base64="uFvZ6gpQo7wKxwHtGyLmHYKKNTk="></latexit>

-il tempo richiesto dalla procedura per ricomporre le due soluzioni è dunque .O(n)

-la ricorsione che cattura la complessità dell’algoritmo è T(n) = 2T ( n
2 ) + O(n)

- la complessità è quindi 
(terzo caso del Master Theorem con  e )

O(n log n)
a = b = 2 c = 1
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Implementazione:

T(n) = 2T ( n
2 ) + O(n)

che risolta dà O(n log n)


