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Il problema della coppia di punti più vicina.

Il problema che e vedremo ora è  uno dei primi problemi studiati negli anni  dalla 
allora nascente geometria computazionale. E’  molto semplice da enunciare:

70

Problema: dati  punti del piano, trovare la coppia di punti più  vicini.n
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Problema: dati  punti del piano, trovare la coppia di punti più  vicini.n

Grazie alla tecnica della ricerca esaustiva è possibile risolverlo  in tempo : 

Calcola le distanze fra tutte le coppie di punti e ritorna la coppia con la minima distanza. 

Θ(n2)

Nota: per evitare di calcolare  radici quadrate calcoliamo la coppia che ha 
minima distanza al quadrato

Θ(n2)
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Grazie alla tecnica del  deriveremo un algoritmo di tempo divide et impera o(n2)

Per prendere un po’ di dimestichezza con il problema consideriamo il caso più semplice in cui 
tutti i punti sono  sull'asse delle x:

Ordinando i punti in base alla loro unica coordinata, la coppia di punti più vicini è  la coppia di 
punti consecutivi, nell'ordinamento, che minimizza la differenza delle loro coordinate. Questo 
permette di risolvere il problema in tempo .O(n log n)
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- se considero la sola coordinata   allora la coppia di  punti più vicini è  . 
- se considero la sola coordinata   allora la coppia di  punti più vicini è  
la coppia di punti più vicini è in realtà 

x (3,4)
y (3,6) .

(3,5)

Se i punti sono sul piano è   immediato vedere che, in generale, non è possibile risolvere il problema 
semplicemente considerando la coppia di punti più vicini rispetto alla coordinata   o quelli più vicini 
rispetto alla coordinata .

x
y
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• Nel seguito, per semplificare la trattazione:

– assumeremo che tutti i punti abbiano coordinate x e y distinte.

– ci concentreremo solamente sul calcolo della distanza della coppia di
punti più vicini.

• Una volta che l’algoritmo sarà stato descritto non è di�cile apportare
le modifiche sia per comprendere il caso generale, in cui punti di↵erenti
possono avere la stessa coordinata, sia per far s̀ı che ritorni anche la coppia
dei punti oltre alla loro distanza.

<latexit sha1_base64="fa4Rkxu0yMYJ+q0J1uqPz8KLzPU="></latexit>
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Volendo applicare la tecnica del divide et impera, l’algoritmo dovrebbe essere
strutturato come segue:

• la lista dei punti viene scomposta in sottoliste di punti.

• per ognuna delle sottoliste di punti viene risolto il sottoproblema cor-
rispondente.

• le risposte fornite dalla soluzione dei sottoproblemi vengono assemblate
per ottenere la risposta al problema originale

<latexit sha1_base64="3X4TQoWMlvyaj1LjOVm6lmEPj4I="></latexit>
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Dividiamo in due parti bilanciate la lista dei punti: 

• Un modo semplice per farlo consiste nel tracciare una retta verticale  (cioé parallela all’asse delle 
) e considerare la lista  dei   coi punti a sinistra o sopra di  e la lista   con i punti a 

destra di .  

• Per far sì che la divisione risulti bilanciata, ordiniamo i punti in base alla loro coordinata , cosicché 
 e scegliamo la coordinata  della retta  verticale uguale a . 

• In questo modo i punti in  (cioè, i punti con la  ) sono e quelli in  

(cioè i punti con  ) sono  .

L
y puntiS L puntiD

L

x
x1 < x2 < . . . < xn x L x⌈ n

2 ⌉

puntiS x ≤ x⌈ n
2 ⌉ ⌈ n

2 ⌉ puntiD

x > x⌈ n
2 ⌉ ⌊ n

2 ⌋
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Risolviamo ricorsivamente i due sottoproblemi: 

•  risolviamo il problema relativamente ad entrambe le parti  e , 
ottenendo le corrispondenti distanze minime  e .  

• Attenzione: se per il numero di punti si ha   n ≤ 3, dobbiamo risolvere il 
problema direttamente (non va bene scomporre ulteriormente una volta 
arrivati a 3 punti). 

puntiS puntiD
dS dD
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Assembliamo i due sottoproblemi 
• Sia  

• In generale,  non è la distanza minima dell’intero insieme di punti perché non 
abbiamo considerato le distanze tra  coppie di punti in cui uno è a sinistra o sopra   
e l’altro a destra di . 

• Però, conoscendo , non è necessario considerare tutte le coppie di punti a cavallo 
di . Infatti, se un punto  è a distanza da  maggiore o uguale a , una qualsiasi 
coppia di punti a cavallo di  che comprende  avrà distanza almeno . 

• Quindi possiamo limitarci a considerare le coppie di punti ′ tali che  è in 
 e   è in   ed entrambi i punti distano da  al più  (non va bene 

considerare solo le coppie che distano da  al più  ) 

 

• Restituiremo quindi come soluzione il minimo tra  e la distanza minima tra le coppie 
di punti con  nella striscia a sinistra di  e  nella striscia a destra di .

d = min(dS, dD)

d
L

L

d
L p L d

L p d

(p, p′�) p
puntiS p′� puntiD L d

L
d
2

d
p L p′� L
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Implementazione 1:
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Implementazione 1:

Complessità:
L’ordinamento dei punti rispetto alla coordinata x viene eseguito una sola volta
all’inizio ed ha costo O(n log n).
Il costo di ricombinare i due sottoinsiemi è O(n) più il costo richiesto dalla
funzione minimo che calcola il minimo delle distanze delle coppie con estremi
uno in puntiS e l’altro in puntiD. Questo costo dipende da quante coppie ci
sono nelle due liste puntiS e puntiD, Possiamo certamente dire che i punti in
ciascuna di queste liste sono limitati da n e quindi la funzione minimo ha tempo
O(n2).
La ricorrenza da studiare è dunque T (n) = 2T

�
n
2

�
+O

�
n
2
�

<latexit sha1_base64="7AM8Y1NzVBEnToKC2FaJ0cmPuz4="></latexit>

La ricorrenza risolta dà O(n2)
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-Nota che la valutazione  fatta per la funzione  non è in generale migliorabile. La figura che segue 
mostra che  i punti in  possono effettivamente essere  e lo stesso vale per i punti in   . 

O(n2) minimo
puntiS Θ(n) puntiD

La complessità dell’algoritmo appena implementato è al caso 
pessimo  e non c’è guadagno rispetto all’algoritmo 
esaustivo.

Θ(n2)

- Sia quindi  l’insieme dei punti che si trovano nella stretta striscia di spazio a 
distanza inferiore a  dalla retta . Considerando che di questi punti possono essercene  alla 
sinistra  di   ed altrettanti alla destra di , per il calcolo della distanza minima tra queste coppie di 
punti serve un metodo più astuto della mera   ricerca esaustiva.

punti_ frontiera
d L Θ(n)

L L

- La complessità  è dovuta essenzialmente al costo della funzione  che va alla 
ricerca  di eventuali coppie di punti a distanza inferiore a  nella stretta zona di spazio a cavallo 
della retta . 

O(n2) minimo
d

L
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Per trovare la distanza minima tra tutte le coppie di punti in  conviene che questi siano 
ordinati rispetto alla coordinata  . Siano allora    i punti in  ordinati rispetto 
alle y cosicché .  

 
• Per esaminare tutte le coppie in  possiamo per ogni punto  considerare le coppie 

 con , anche se in questo modo considereremo anche coppie già esaminate perché 
contenute o in  o in . Se ci fermiamo qui non avremo guadagnato nulla rispetto 
all’algoritmo esaustivo di complessità  perché ancora una volta siamo di fronte ad una ricerca 
esaustiva della distanza tra le coppie di punti in  

• C’è un’osservazione cruciale che possiamo fare: quando esaminiamo le coppie  se , è 
inutile calcolare la distanza della coppia perché siamo certi che risulterà maggiore o uguale a .  

• Quindi a partire da , ai fini della ricerca di coppie a distanza inferiore a ,  possiamo considerare 
unicamente quei punti , con , tali che .  

Faremo vedere che per ogni punto  i  punti  con  da considerare sono al più gli 8 punti che lo 
seguono nella sequenza ordinata.

punti_ forntiera
y p1, p2…pm punti_ frontiera

y1 < y2 < …ym

punti_ frontiera pi
(pi, pj) j > i

puntiS puntiD
O(n2)

punti_ forntiera .

(pi, pj) yj ≥ yi + d
d

pi d
pj j > i yj < yi + d

pi pj j > i
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PROPRIETA’: Sia  l’ -esimo punto in  (dopo l’ordinamento rispetto alla coordinata ), 
allora la coppia  con  avrà  una distanza superiore a . 

pi i punti_ frontiera y
(pi, pj) j ≥ i + 8 d

Prova:

• Sia Ri il rettangolo delimitato dalle rette parallele a L a distanza d da L
e dalle rette orizzontali con coordinate y uguali a yi e yi + d:

<latexit sha1_base64="N8K80R7TMSAPgBiR/ggIrzmGVao="></latexit>

• Sappiamo che due punti in punti frontiera che si trovano o entrambi a
sinistra di L o entrambi a destra di L sono a distanza maggiore o uguale
a d. Questo ci fa intuire che non ci possono essere troppi punti all’interno
del rettangolo Ri.

<latexit sha1_base64="64XFle5PwZ0TOMJUIwNxeQ2qfoA="></latexit>

• Vogliamo limitare il numero di punti che possono trovarsi nel rettangolo Ri:

• partizioniamo Ri con una griglia di quadratini di lato d
2 .

<latexit sha1_base64="TjNogzWtjl7LwhriwPNjNr25KOY="></latexit>

• Ogni quadratino può contenere al più un punto di punti frontiera (perché

la massima distanza di due punti contenuti in un quadratino è uguale alla

lunghezza della diagonale del quadratino , cioè
p
2
d
2 =

dp
2
< d.

<latexit sha1_base64="yuCrWet2+tfzBtqZRuHh4ugtvOU="></latexit>

• Ne segue che il rettangolo Ri può contenere al più 8 punti compreso il
punto pi.

<latexit sha1_base64="MxXXcyQeKrDKn3dtzC83S0151DI="></latexit>

Di conseguenza il numero totale di coppie che saranno esaminate in punti frontiera
al fine della ricerca di una coppia di punti a distanza inferiore a d è lineare in n.

<latexit sha1_base64="KoTehzIJfGw4ZsmEM103uOmXuAY="></latexit>
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Implementazione 2:
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Implementazione 2:

Complessità:
L’ordinamento dei punti rispetto alla coordinata x viene eseguito una sola volta
all’inizio ed ha costo O(n log n).
Il costo di ricombinare le due soluzioni è O(n log n):

• O(n) è quanto richiesto per inizializzare punti frontiera

• O(n log n) è quanto richiesto per ordinare i punti in punti frontiera rispetto
alla coordinata y

• O(n) è quanto richiesto dalla funzione minimo (perché per ognuno degli
O(n) punti in punti frontiera vengono calcolate le distanze di al più 7
coppie di punti).

La ricorrenza da studiare è dunque T (n) = 2T
�
n
2

�
+O (n log n)

<latexit sha1_base64="TRrQfjdvd0AK8xBIajk7fa7+zVU="></latexit>

La ricorrenza risolta dà O(nlog2n)



IDEA: Possiamo migliorare l’implementazione dell’algoritmo richiedendo alla
procedura ricorsiva di restituire, non solo la distanza minima tra le coppie dei
punti che riceve, ma anche la lista coi punti ordinati rispetto alla coordinata y.

<latexit sha1_base64="l1NRkt7FYJMuqYgW5ZeZKn6vtKo="></latexit>

• La complessità O(n log2 n) è dovuta essenzialmente al costo O(n log n) in
fase di assemblamento delle soluzioni prodotte dai due sottoproblemi.

<latexit sha1_base64="N5YAlC6axLB052sjGUf1NG2yys4="></latexit>

• cos̀ı facendo, in fase di assemblamento, si disporrà delle liste PuntiS e
puntiD con i loro punti già ordinati rispetto alla loro coordinata y e, con
una semplice operazione di fusione (stile merge sort) potremo ottenere,
in O(n), una lista punti con tutti i punti ordinati rispetto alla coordinata
y. A partire dalla lista punti sempre in O(n) otterremo infine i punti di
punti frontiera nell’ordinamento desiderato.

<latexit sha1_base64="YpwW6GRCuq2Fh8lnXae6x2DXJOU="></latexit>

• Questo costo è dovuto essenzialmente all’invocazione della funzione sort
utilizzata per ordinare la lista dei punti in punti frontiera rispetto alla
loro coordinata y

<latexit sha1_base64="zwQYgpo1I+33wRDetsGEx0UMwPE="></latexit>
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Implementazione finale:

Complessità:
L’ordinamento dei punti rispetto alla coordinata x viene eseguito una sola volta
all’inizio ed ha costo O(n log n).
Il costo di ricombinare le due soluzioni è O(n):

• O(n) è quanto richiesto per fondere insieme i punti restituiti dai due sot-
toproblemi in modo da ottenere un insieme di punti ordinato rispetto alla
coordinata y

• O(n) è quanto richiesto per inizializzare l’insieme punti frontiera

• O(n) è quanto richiesto dalla funzione minimo (perché per ognuno degli
O(n) punti in punti frontiera vengono calcolate le distanze di al più 7
coppie di punti).

La ricorrenza da studiare è dunque T (n) = 2T
�
n
2

�
+O (n)

<latexit sha1_base64="+Rqo/KYwlwlBiW0v3ISXbLERfsk="></latexit>

La ricorrenza risolta dà O(n log n)


