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Divide et Impera

Quali sono i vantaggi offerti da questa tecnica?

• Di solito, quando la tecnica è applicabile, non è di�cile vedere come ap-
plicarla. Questo perchè, tipicamente, è facile intuire come si potrebbe
spezzare l’istanza.

<latexit sha1_base64="ZdmEln3ftPbBr86NSkckNeT+G70="></latexit>

• Inoltre, è abbastanza facile, una volta che un algoritmo di Divide et Impera
è stato ideato, analizzarne sia la correttezza che la complessità.

<latexit sha1_base64="UzKLHmsm5/An2l9pury7v+7Pcko="></latexit>

• In particolare, la complessità di un algoritmo Divide et Impera, essendo
un algoritmo ricorsivo, può essere determinata risolvendo un’opportuna
relazione di ricorrenza relativa alla funzione T (n) che dà il massimo tempo
di calcolo dell’algoritmo su istanze di dimensione n.

<latexit sha1_base64="iBM0/zhByDw9cOyp347Ky59yxO0="></latexit>

Un programma sviluppato secondo questa tecnica è sostanzialmente diviso in tre parti:
• Divide: in questa parte si procede alla suddivisione dei problemi in problemi di dimensione minore;
• Impera: nella seconda parte i problemi vengono risolti in modo ricorsivo. Quando i sottoproblemi 

arrivano ad avere una dimensione sufficientemente piccola, essi vengono risolti direttamente tramite il 
caso base;

• Combina: l'ultima fase del paradigma prevede di ricombinare l'output ottenuto dalle precedenti chiamate 
ricorsive al fine di ottenere il risultato finale.
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Data  una lista di interi , una  è una sequenza consecutiva di valori della 
lista. Il  è dato dalla somma degli elementi che comprende.

A sottolista
valore della sottolista

Problema: Data una lista di interi vogliamo trovare il valore massimo delle sue 
sottoliste. 

È chiaro che il problema è banale se i valori della lista sono tutti nonnegativi o
tutti nonpositivi.

<latexit sha1_base64="eVFLsJh2pKmBfuD9SV0DIb/PFMM="></latexit>

Il problema risulta interessante se la lista contiene valori sia positivi che negativi.
Ecco un esempio:

<latexit sha1_base64="8x4B5IvZ16YvL2WnG5NCRuoYHc8="></latexit>

Esempio:
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Un algoritmo diretto per il problema, basato sulla ricerca esaustiva, consiste nel
considerare le somme di tutte le possibili sottoliste e prenderne il massimo:

<latexit sha1_base64="UHjCaCwJEsBirS19D5EtbT+1ikU="></latexit>

Implementazione 1:

• L’algoritmo è molto ine�ciente: la complessità è O
�
n
3
�
.

<latexit sha1_base64="bg1x92WGzfRRt22Ztx1K300BO5A="></latexit>

Implementazione 2:

• Possiamo abbassare la complessità osservando che la somma di una sot-
tolista [i . . . j] è uguale alla somma della sottolista [i...j � 1] più lista[j].

<latexit sha1_base64="+PlR39PLdgOlwY1lqHjB7b232wQ="></latexit>

• L’algoritmo ha ora complessità ⇥
�
n2

�
.

<latexit sha1_base64="jD/nOYmxFUuCmsqGoOIYeR5jHi0="></latexit>
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• La complessità ottenuta è O
�
n
2
�
.

<latexit sha1_base64="im6pm/EFOMhAmlGZdbCFHo9joaU="></latexit>

• Possiamo fare di meglio????
<latexit sha1_base64="UQ/pDNG104GC02XWbahsLUt4UaM="></latexit>

• La sottoliste possibili sono n2

2 = ⇥
�
n2

�
<latexit sha1_base64="q0MI8I7SDjVgE15T1aPiL04HAcg="></latexit>

• Ma è realmente necessario esaminarle tutte per risolvere il problema????
<latexit sha1_base64="BTt0zXSEnhBpxyICnOI3P680gtM="></latexit>
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Proviamo ad applicare la tecnica del :Divide et Impera
• La prima cosa che viene in mente è di dividere a metà la lista, trovare il

massimo in ciascuna delle due metà e poi calcolare il massimo delle somme
delle sottoliste a cavallo delle due metà. Alla fine restituiamo il massimo
dei tre massimi ottenuti.

<latexit sha1_base64="GBX9xVzciM2vBjzz/j0YiYXUcs8="></latexit>

• Sicuramente l’algoritmo è corretto perché considera tutte le possibili sot-
toliste. Infatti, una sottolista o è contenuta interamente nella prima metà
della lista o interamente nella seconda o è cavallo delle due metà.

<latexit sha1_base64="GYCCPXx8UBMiyRRO17W/1sJWDQE="></latexit>

• che risolta dà T (n) = O(n2)
<latexit sha1_base64="mdUyVn87PUYaoUv8aH/e+afxrWc="></latexit>

• qual’è la sua complessità di questo algoritmo? La risposta dipende da come

e↵ettuiamo il calcolo delle somme delle sottoliste a cavallo. Se lo facciamo

in modo diretto cioè, calcoliamo la somma della sottolista [i . . . j] per ogni
coppia di indici i e j con i nella prima metà e j nella seconda, questo

richiede tempo ⇥(n2
) (dato che il numero di sottoliste a cavallo

è
n
2
n
2 = ⇥(n2

)).

Ovviamente questo implica che la complessità T (n) del nostro algoritmo

Divide et Impera è determinata dalla relazione

T (n) = 2T
⇣n
2

⌘
+⇥(n2

)
<latexit sha1_base64="rvFGj1J3dpq0yLse+k2X/tCcMpo="></latexit>
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• Possiamo migliorare il calcolo del massimo delle somme delle sottoliste a
cavallo delle due metà?

<latexit sha1_base64="bNk2C7l5RXtZ/XduLwkU3cumFYw="></latexit>

• Osserviamo che ogni sottolista a cavallo è formato da un suffisso della

prima metà della lista ed un prefisso della seconda metà della lista
<latexit sha1_base64="kZ3tpOAbaXE+Y1gTtR5Cmx8HejE="></latexit>

• La sottolista a cavallo di somma massima ha come valore il valore del
suffisso di somma massima della prima metà della lista più il valore del
prefisso di somma massima della seconda metà della lista

<latexit sha1_base64="OUOakQPRjawtAshYxcgom+IxNZc="></latexit>
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Implementazione 3: 

• il calcolo di A[: m] e di A[m :] costa ⇥(n)

• il calcolo del valore del su�sso massimo della prima metà di lista costa
⇥(n)

• il calcolo del valore del prefisso massimo della seconda metà di lista costa
⇥(n)

• la ricorrenza che cattura la complessità T (n) della funzione è

T (n) = 2T
⇣n
2

⌘
+⇥(n)

che risolta dà ⇥(n log n)
<latexit sha1_base64="yU9getn1yc+LpXbSt3hdqKIVZk4="></latexit>
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Abbiamo ora un algoritmo di complessità .  
Si può fare di meglio????

Θ(n log n)

• Nota che l’algoritmo ⇥(n) sarà ottimo per il problema (il lower bound
⌦(n) segue dalla banale osservazione che per risolvere il problema non si
può fare a meno di scorrere tutti gli n elementi della lista).

<latexit sha1_base64="CFsd12TzbSPaU22il9yDZnjYeLs="></latexit>

• La risposta è SI!. Faremo ora vedere una migliore implementazione dell’algoritmo
basato sul divide et impera che presenterà una complessità ⇥(n).

<latexit sha1_base64="g9v/H6/wkPavgORD9leV+wfuKK4="></latexit>

1. Non possiamo permetterci di pagare ⇥(n) in fase di invocazione della
funzione sui due sottoproblemi (per la creazione di A[: m] e A[m :])

2. Non possiamo permetterci di pagare ⇥(n) in fase di combinazione delle
risposte fornite dai due sottoproblemi.

<latexit sha1_base64="W8p9U4lYGORyeNCdg8qbwFW/bmY="></latexit>

Per risolvere il problema del costo ⇥(n) in fase di combinazione dei due sot-
toproblemi facciamo in modo che la procedura ricorsiva oltre a restituire la
soluzione solu al problema restituisca anche nell’ordine questi altri tre valori
(che semplificheranno poi il costo della combinazione):

• pref il valore massimo per i prefissi di A

• suff il valore massimo per i su�ssi di A

• tot la somma di tutti i valori di A
<latexit sha1_base64="lqIWovZYZqzqMcLUgGIIE2SwFkQ="></latexit>
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• Facciamo in modo che la procedura ricorsiva per A oltre a restituire la
soluzione solu al problema restituisca anche questi altri tre valori (che
semplificheranno poi il costo della combinazione):

– pref il valore massimo per i prefissi di A

– suff il valore massimo per i su�ssi di A

– tot il valore dell’intera A<latexit sha1_base64="FpDBTzf+lLvaVc3gtOYvIvC/bUI="></latexit>

• dai valori prefS, suffS, totS restituiti dal primo sottoproblema e dai
valori prefD, suffD, totD restituiti dal secondo problema è possibile
calcolare in O(1) :

– il valore ottimo della sottolista a cavallo (è suffS + prefD)

– i valori di IntS, intD e int da restituire per l’intera lista:

⇤ pref = max(prefS, totS + prefD)

⇤ suff = max(suffD, totD + suffS)

⇤ tot = totS + totD
<latexit sha1_base64="9dxsbmHo2fcYwl7PaHj/uxz7FuU="></latexit>

A =
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implementazione:

La complessità asintotica di questa nuova implementazione è ancora ⇥(n log n)
a causa del costo ⇥(n) che paghiamo per la creazione delle istanze dei due
sottoproblemi.
Questo problema è facilmente risolvibile utilizzando due indici i e j che ci dicono
dove inizia e dove finisce il sottovettore di A su cui ricorsivamente invochiamo
la funzione.

<latexit sha1_base64="EENRtzthWpvY2Qqnrakr/vZPqx0="></latexit>
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• La relazione di ricorrenza per il tempo di calcolo di questa implemen-
tazione è

T (n) = 2T
⇣
n

2

⌘
+O(1)

che risolta dà ⇥(n).
<latexit sha1_base64="gV6LRK1IwimI3aFiW4BooO2wY5M="></latexit>

implementazione:
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ESERCIZIO: Progettare un algoritmo che, data una lista ordinata  di  interi ed un 
intero ,  restituisce il numero di occorrenze di   nella lista. La complessità 
dell’algoritmo deve essere 

A n
x x

O(log n)

Ad esempio: se 

- per  la risposta è 

- per  la risposta è 

- per  la risposta è 

A = [3, 3, 3, 3, 5, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 8, 9]
x = 3 4
x = 4 0
x = 8 1

Un possibile algoritmo è il seguente : 
 

           
                     
           
            
          

def conta_occorrenze(lista, x) :
a = la posizione della prima occorrenza di x in A

(−1 se x non e nella lista)
if a = = − 1 : return 0
b = la posizione dell′￼ultima occorrenza di x in A
return b − a + 1

Nota: per garantire un tempo logaritmico bisognerà ricercare la prima e l’ultima 
occorrenza tramite ricerca binaria. 

Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Implementazione:

Complessità: 
- le due procedure  e  hanno complessità  che è di 

conseguenza anche il costo dell’algoritmo.
trova_ primo trova_ultimo O(log n)

Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

ESERCIZIO: Dati due interi  ed  progettare un algoritmo che calcoli  in tempo 

 (le uniche operazioni aritmetiche permesse sono e )

a n an

O(log n) +, * //

• un semplice algoritmo che calcola an utilizzando n�1 prodotti è il seguente:
<latexit sha1_base64="ayLEy9qMBnRGnLDuQvviQqaztbM="></latexit>

• Per applicare il divide et impera osserva che:

an = ab
n
2 c · ad

n
2 e

Ad esempio: a15 = a7 · a8 e a16 = a8 · a8
<latexit sha1_base64="pIwWHr+oZZDKEn8YnNaeD4RVXwI="></latexit>

• inoltre, ad
n
2 e =

(
ab

n
2 c se n è pari

ab
n
2 c · a se n è dispari

<latexit sha1_base64="Z0Dx8tjFfvvE7eCbZSUF6KCT5ic="></latexit>

• quindi, an =

(
ab

n
2 c · ab

n
2 c se n è pari

ab
n
2 c · ab

n
2 c · a se n è dispari

<latexit sha1_base64="r6ILqp6hl+bwjdhzgsTKy5zwvSE="></latexit>

• Il sottoproblema da risolvere è dunque ab
n
2 c

<latexit sha1_base64="FiP1vDNfkcpEpp3dVMFBuG58X+0="></latexit>
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• an =

(
ab

n
2 c · ab

n
2 c se n è pari

ab
n
2 c · ab

n
2 c · a se n è dispari

<latexit sha1_base64="tKVILAG23ykRJ3+ivUsYWzIvzkk="></latexit>

• la ricorrenza da studiare per la complessità dell’algoritmo (e per il numero
di prodotti richiesti) è

T (n) = T

⇣
n

2

⌘
+O(1)

che risolta dà ⇥(log n)
<latexit sha1_base64="6RUZueSwrMWM0hq5JeAQXhSUVH8="></latexit>
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ESERCIZIO: Data una stringa binaria  di   bit progettare un algoritmo che calcoli il 
numero di sottosequenze di  che cominciano con    terminano con 


Ad esempio:

per  restituisce 4 ( le sottosequenze sono ) 
per  restituisce 3 ( le sottosequenze sono 01__, 0101, __01)

per  restituisce 


Progettare due algoritmi basati sulla tecnica del Divide et Impera, uno a complessità 
 e l’altro a complessità 

S n
S 0 1.

S =′￼ 0011′￼ 001_, 0011, _01__, _011
S =′￼ 0101′￼

S =′￼1100′￼ 0

Θ(n log n) Θ(n)

IDEA: 

• divido la stringa in due sottostringhe di lunghezza circa 


• risolvo il problema in ciascuna delle due sottostringe ricevendo come soluzione  e 

• restituisco il valore  dove  è il numero di sottostringe che iniziano nella 

sottostringa di destra e terminano nella sottostringa di sinistra.

• per calcolare  basta contare il numero  degli zeri nella sottostringa di sinistra ed 

il numero  della sottostringa di destra (vale infatti )

n
2

n1 n2
n1 + n2 + n3 n3

n3 zeri
uni n3 = zeri * uni

Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

IMPLEMENTAZIONE:

• La relazione di ricorrenza per il tempo di calcolo di questa implemen-
tazione è

T (n) = 2T
⇣n
2

⌘
+⇥(n)

che risolta dà ⇥(n log n).
<latexit sha1_base64="b7gmPp7hmwVA6SwCmhH3ISycycM="></latexit>
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IDEA2: facciamo in modo che la funzione ricorsiva sulla stringa  oltre a restituire il numero 
 delle sottosequenze che cominciano con zero e finiscono con uno  restituisca anche il 

numero  dei suoi zeri e il numero  dei suoi uni. Con queste informazioni da parte delle due 
chiamate ricorsive la funzione è in grado di calcolare in  il numero di sottosequenze che 
cominciano nel sottoproblema di sinistra e finiscono nel sottoproblema di destra.

Sapendo infatti  (il numero di zeri della sottostringa di sinistra) e  (il numero di zeri della 
sottostringa di destra) il numero di sottosequenze che iniziano alla sinistra del taglio e 
terminano alla destra del taglio sono .

S
tot

z u
O(1)

zs ud

zs * ud

• La relazione di ricorrenza per il tempo di calcolo di questa implemen-
tazione è ancora

T (n) = 2T
⇣n
2

⌘
+⇥(n)

a causa del costo ⇥(n) necessario per la creazione delle due istanze da
invocare.

Il problema è facilmente risolvibile specificando i sottoinsiemi da passare tramite
indici di inizio e fine dei sottoarray.

<latexit sha1_base64="zjuAFimN9aqiinffH17xjGDSbvo="></latexit> Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

• La relazione di ricorrenza per il tempo di calcolo di questa implemen-
tazione è

T (n) = 2T
⇣
n

2

⌘
+O(1)

che risolta dà ⇥(n).
<latexit sha1_base64="gV6LRK1IwimI3aFiW4BooO2wY5M="></latexit>

IMPLEMENTAZIONE:


