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ESERCIZIO: AlPacquisto degli n biglietti per un’importante prima teatrale sono
interessati m gruppi di persone.

Ciascun gruppo ha intenzione di acquistare i biglietti solo se questi sono a
sufficienza per tutti i membri del gruppo.

Vogliamo selezionare i gruppi a cui vendere i biglietti in modo da massimizzare il
numero di biglietti venduti.

Per risolvere il problema ci viene proposto il seguente algoritmo che

e prende in input il numero n di posti disponibili e la lista lista di m elementi
dove in listali] ¢’& un numero minore o uguale a n che rappresenta i biglietti
richiesti dal gruppo @

e restituisce il numero massimo di biglietti che & possibile vendere e I'insieme
dei gruppi a cui venderli.

def seleziona(n,lista):
gruppi=[(1,i) for i,1 in enumerate(lista)]
gruppi.sort(reverse=True)
tot, Sol = 0, set()
for 1,i in gruppi:
if tot + 1 <= n:
Sol.add(i)
tot+= 1
return tot, Sol

1. provare che I’algoritmo non & corretto

2. provare che 'algoritmo ha un rapporto d’approssimazione limitato da 2
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ESERCIZIO: Allacquisto degli n biglietti per un’importante prima teatrale sono
interessati m gruppi di persone.

Ciascun gruppo ha intenzione di acquistare i biglietti solo se questi sono a sufficienza
per tutti i membri del gruppo.

Vogliamo selezionare i gruppi a cui vendere i biglietti in modo da massimizzare il
numero di biglietti venduti.

Per risolvere il problema ci viene proposto il seguente algoritmo che:
« prende in input il numero n di posti disponibili e la lista di m elementi dove in lista[i] c’& il
numero di biglietti richiesti dal gruppo i (ovviamente lista[i] < n).
* restituisce il numero massimo di biglietti che & possibile vendere e 'insieme dei gruppi a
cui venderli.
def seleziona(n,lista):
gruppi=[(1,i) for i,1 in enumerate(lista)]
gruppi.sort(reverse=True)
tot, Sol = 0, set()
for 1,1 in gruppi:
if tot + 1 <= n:
Sol.add(i)
tot+= 1
return tot, Sol
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def seleziona(n,lista):
gruppi=[(1,i) for i,1 in enumerate(lista)]
gruppi.sort(reverse=True)
tot, Sol = 0, set()
for 1,i in gruppi:
if tot + 1 <= n:
Sol.add(i)
tot+= 1
return tot, Sol

1. L’algoritmo non é corretto

per dimostrarlo basta considerare il seguente controesempio dove il teatro ha una capienza di
n = 100 posti si hanno 3 gruppi di 51, 50 e 50 elementi, rispettivamente.

o L'algoritmo restituisce fot = 51 e 'insieme {0}

e La soluzione ottima & fot = 100 e l'insieme {1,2}
. ) L 100
L’esempio mostra anche che il rapporto d’approssimazione € almeno 5—1>1 9
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L’algoritmo ha un rapporto d’approssimazione limitato da 2
Prova:

e dobbiamo dimostrare che per qualunque istanza I vale %T,()[) < 2 dove

OTT(I) ¢ il numero massimo di biglietti che ¢ possibile vendere ai gruppi
mentre A(I) & il numero di biglietti venduti con la soluzione prodotta dal
greedy.

Ordiniamo i gruppi per dimensione decrescente e siano dy,ds,...d,, le
dimensioni di questi gruppi. Se > d; < n I'agoritmo greedy permettera

di vendere tutti i biglietti, non sbaglia, e quindi si ha OZ(T;)” =1<2.

Assumiamo dunque che > d; > n. Dimostreremo che sotto questa as-
sunzione si ha sempre A(I) > 4.

— sia j > 1 il primo gruppo che con 'algoritmo greedy non riceve i
biglietti (questo gruppo deve esistere perchéon Y d; > n non tutti
i gruppi possono essere serviti ma il primo gruppo puo sempre essere
servito) distinguiamo ora due casi:
* dj > 5 in questo caso anche d; > § perché i gruppi sono stati
ordinati per dimensione decrescente quindi la vendita dei biglietit
e - . n
al primo gruppo sono sufficienti a garantire A(I) > %.
* d; < 7 in questo caso i posti ancora disponibili sono meno di 5
e quindi ancora una volta A(I) > %
e possiamo ora concludere la prova notando banalmente che OTT(I) < n

e OTT(I) _ n _
da cui segue AN <wp = 2.
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ESERCIZIO: Dato un grafo connesso e pesato G, un suo nodo s ed un intero
k < n vogliamo trovare un sottografo aciclico di G che comprende il nodo s e
contiene k nodi e sia di costo minimo. (nota che quando n = k il problema
diviene quello di trovare il minimo albero di copertura di G)

Viene proposto il seguente algoritmo greedy:

def copertura(G,s,k) :
A, T = {sh {x: [}
for _ in range(k) :
sia (x,y) un arco di costo minimo con x in A e¢ y not in A
T[x].add(y)

Tyl = [x]
A.add(y)
return 7

Provare che:
1. P’algoritmo sbaglia

2. lalgoritmo non ha un rapporto d’approssimazione costante
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Ad ogni passo I’algoritmo seleziona I'arco di costo minimo che permette di aggiungere
un nuovo nodo all’albero che si sta creando a partire dal nodo s

L’algoritmo sbaglia:
come controesempio considera k = 3 ed il seguente grafo G di 5 nodi:

__J
1/6/(

i i

E N
T

Soluzione di costo 20 prodotta dal greedy Soluzione ottima di costo 12

20
L’algoritmo ha un rapporto d’approssimazione di almeno — > 1.6
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Provare che P’algoritmo non ha un rapporto d’approssimazione costante.

Bastera esibire, per ogni costante [ un grafo G, su cui il rapporto d’approssimazione é /.

Soluzione: Considera il comportamento dell’algoritmo sul grafo G, composto da due cammini
di 2/ nodi ciascuno e che si diramano a partire dal nodo s. Ciascun arco del primo cammino ha
costo 2/ mentre dei 2/ archi del secondo cammino il primo ha costo 2/ + 1 e gli altri 2/ — 1
archi costo 1. Ad esempio in figura é riportato G; con i due cammini in rosso e blu.

6 6 6 . 6 6

6 O

G; =
7 1 1 1 1 1
\ \ O
Con k = 7 sul grafo G; I'euristica prendera gli archi del primo cammino di costo 36 mentre la
soluzione ottima sceglie gli archi del secondo cammino di costo 12. Il rapporto

d’approssimazione in questo caso sara ;—2 =3

In generale: con k =2/+ le grafo G, leuristica prendera gli archi del primo cammino di
costo 2/ - 2/ = 4[> mentre la soluzione ottima sceglie gli archi del secondo cammino di costo
RI+DH+Q2I-1)=4l.

A(G s, 2+1) 4
OTT(G,, s, 21+1)) 4
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Il rapporto d’approssimazione in questo caso sara:




