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In un grafo la connessione è una proprietà che può andar persa 
con la perdita di un arco. 

• Un arco la cui eliminazione disconnette il grafo è detto ponte. 

I ponti rappresentano criticità del grafo ed è quindi utile 
identificarli.  

Problema: dato un grafo connesso G determinare l’insieme 
di ponti del grafo.
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Problema: dato un grafo connesso G determinare l’insieme di ponti 
del grafo.

A sinistra un esempio di grafo senza ponti: il ciclo. 
A destra un esempio di grafo in cui tutti gli archi sono ponti: l’albero. 

Il grafo può non avere neanche un ponte così come avere tutti i suoi archi 
come ponti
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Una prima soluzione basata sulla ricerca esaustiva:

Verificare se un arco  è un ponte per  richiede tempo {a, b} G O(m)
Basta ad esempio eliminare l’arco  da G e con una visita DFS 
controllare se  è raggiungibile a partire da .

{a, b}
b a

 Prova per ogni arco del grafo se questo è ponte o meno.∙

La complessità di questo algoritmo  è  m ⋅ O(m) = O(m2) = O(n4)

Vedremo ora che il problema è risolvibile in tempo lineare nella dimensione del grafo 


IDEA: usare un’unica visita DFS modificata

O(m)
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• I ponti vanno ricercati unicamente tra gli  archi dell’albero DFS.n − 1

- Infatti un arco non presente nell’albero DFS non può essere ponte (se lo 
elimino gli archi dell’albero DFS continuano a garantire la connessione)
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Serve una caratterizzazione facile da calcolare che permetta, durante la visita, di 
determinare se un arco dell’albero è un ponte o meno.

Nota: gli archi dell’albero che non sono ponti risultano coperti dagli archi all’indietro 
che non sono stati attraversati
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Proprietà: Sia  un arco dell’albero DFS con  padre di . 

L’arco  è un ponte se e solo se non ci sono archi tra i nodi del sottoalbero radicato 
in  e il nodo  o nodi antenati di .

{u, v} u v
{u, v}

v u u



Per assurdo: sia un arco tra un antenato di  e un 
discendente di . Dopo l’eliminazione dell’arco  tutti i 
nodi dell’albero restano comunque connessi grazie all’arco 

.

⟹
{x, y} u

v {u, v}

{x, y}



l’eliminazione dell’arco  disconnette i nodi dell’albero 
radicato in  dal resto del grafo (ricorda che tutti gli archi non 
nell’albero che partono da nodi nel sottoalbero radicato in  
andrebbero verso  o antenati di ) .

⟸
{u, v}

v
v

u u

Prova:
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Nel  momento in cui l’arco   viene “attraversato” per 
raggiungere il nodo  da visitare  il nodo  non ha informazioni per 
decidere se dal sottoalbero radicato in  partono archi verso suoi 
antenati ( quindi scoprire se  è ponte o meno). Ma gli sarà 
possibile scoprirlo al termine della visita di  se riceve da questo la 
giusta informazione.

{u, v}
v u

v
{u, v}

v
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Idea: Durante la visita ogni nodo calcola il suo tempo di visita e a fine visita restituisce il 
tempo  di visita minimo per gli estremi degli archi all’indietro  che partono dai nodi del 
suo sottoalbero (il tempo di visita del nodo stesso se non ci sono archi all’indietro che 
partono dal sottoalbero)

Il nodo  confrontando il suo tempo di visita con  il tempo di 
visita minimo che gli viene segnalato dal figlio  è in grado 
di decidere se l’arco   è ponte o meno. 


 è ponte se e solo se il tempo di visita di  è 
strettamente minore del tempo di visita minimo restituito da 
.

u
v

{u, v}
{u, v} u

v

 e  è ponte 
 e  è ponte

6 < 7 {2,6}
2 < 4 {3,7}
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ponti={(3,7), (2,6)}

La complessità della procedura è O(n + m)
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ESERCIZIO 2: Accontentare tutti.
Bisogna formare dei gruppi di lavoro partizionando un insieme di n studenti i
cui nomi vanno da 0 a n� 1.
I gruppi li forma il docente che ad ogni studente dà la possibilità di segnalare
un eventuale studente con cui non ha nessuna intenzione di formare gruppo.
Queste informazioni vengono codificate in una lista L di n elementi dove L[i]
è lo studente segnalato da i (nel caso in cui lo studente i non abbia segnalato
nessuno e va d’accordo con tutti allora L[i] = �1).

Progettare un algoritmo di complessità O(n) che prende come parametro la lista
L e restituisce il numero minimo di gruppi che il docente è costretto a formare
per accontentare le richieste di tutti.
Motivare la correttezza e la complessità del vostro algoritmo e, se possibile,
scrivetene il codice python.

Ad esempio:

• per la classe di 5 studenti e L = [1, 0, 1, 0, 3] la funzione restituisce 2 (una
possibile divisioni in gruppi è {0, 2, 4}, {1, 3})

• per la classe di 5 studenti e L = [1, 2, 3, 4, 0] la funzione restituisce 3 (una
possibile divisione in gruppi è {1, 4}, {3}, e {0, 2})

<latexit sha1_base64="QsOcjYadqQ3l9tTEMyOhB3RvGiw="></latexit>



Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Algoritmo sbagliato (basato sulla tecnica greedy)

Gli algoritmi greedy sono tipici di quei problemi di ottimizzazione che richiedono 
di fare una sequenza di scelte. In questi algoritmi le scelte effettuate non 
vengono mai modificate ed avvengono in base ad un criterio di “ottimo locale”.

 ci sono studenti da sistemare:  
              inaugura un nuovo gruppo  
              “scorri” uno dopo l’altro questi studenti:  
                     inserisci nel gruppo lo studente se ben accetto da tutti quelli già inseriti nel gruppo

 il numero di gruppi ottenuti

while

return

In questo algoritmo:  
1) lo studente viene assegnato ad un gruppo e non si torna più su questa decisione 
2) ad ogni passo,  quando possibile  prendo la decisione di inserire lo studente nel 
gruppo perché nell’immediato questa sembra la cosa migliore da fare.  

Gli algoritmi greedy raramente producono la soluzione ottima (nel nostro caso il 
minor numero di gruppi) anche se spesso producono buone soluzioni (nel nostro 
caso un numero di gruppi non tanto più grande del minimo)

gruppo1=  
gruppo2=  
gruppo3=  
gruppo4=

{0, 1, 2, 3}
{4, 5}
{6}
{7}

gruppo1=  
gruppo2= 

{1, 3, 5, 7}
{0, 2, 4, 6}Soluzione ottima:

Soluzione prodotta:L = [7, 4, 5, 6, 7, 6, 7, − 1]
0   1   2   3   4   5    6      7
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Qualunque sia il numero  di studenti e la lista  fornita,  gruppi son sempre 
sufficienti a soddisfare tutti.

n L 3

Prova per induzione sul numero  di studenti. 

  Se   allora l'affermazione è certamente vera. 

  Assumiamo dunque l'affermazione vera per qualunque istanza  con  e proviamola 

vera per un'istanza   di  studenti. consideriamo due casi:

1. esiste uno degli  studenti non segnalato da nessuno

2. tutti gli  studenti sono segnalati da qualcuno


caso 1) In questo caso  metto   da parte in un primo momento quello studente (diciamo X)   
e risolvo il problema per  i rimanenti studenti  che formano un'istanza  di  soli studenti. 
Per ipotesi induttiva quest'istanza è  soddisfacibile creando al più  gruppi. 

Devo ora vedere cosa fare dello studente  escluso:

Se i gruppi creati son meno di  posso creare un gruppo ad hoc per il solo studente X. Se 
la contrario i gruppi sono esattamente  considero due possibili sottocasi. 


• lo studente X non ha segnalato nessuno. allora posso inserirlo in uno qualunque dei 
3 gruppi


• lo studente X ha segnalato uno studente Y. Posso inserirlo senza problemi in uno dei 
due gruppi in cui non è presente Y


In entrambi i 2 sottocasi ho soddisfatto  tutti gli n+1 studenti creando al più 3 gruppi.

n
∙ n ≤ 3
∙ L n ≥ 3

L′� n + 1
n + 1

n + 1

L′� n
3

X
3

3
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L = [10, 4, 6, 2, 1, 3, 5, 8, 9, 0, 7]  
 

A = {0,7,1,2,5}
B = {10,8,4,3,6}
C = {9}

caso 2) In questo caso,  Creo un grafo diretto  di    dove i nodi rappresentano gli 
studenti e metto  un arco diretto dallo  studente  allo studente  ad indicare che  ha 
segnalato . Nota che in questo grafo ogni nodo ha esattamente un arco entrante, 
questo significa che il grafo  è composto da cicli disgiunti. Se il ciclo ha lunghezza pari è 
possibile soddisfare tutti gli studenti ripartendoli in 2 gruppi  e , se il ciclo ha lunghezza 
dispari è   possibile  soddisfare tutti gli studenti ripartendoli nei tre Gruppi ,  e . 

I tre gruppi  ,  e  sono in grado di soddisfare quindi tutti.


G n + 1
a b a

b
G

A B
A B C

A B C

resta da considerare il caso 2 dove ogni studente ha segnalato  qualcuno:
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L = [1, − 1, 5, 2, 2, 6, 9, 5, − 1, 5]

I nodi adiacenti in G devono andare in gruppi diversi se dunque riesco a colorare
il grafo con due soli colori allora riesco a soddisfare tutti gli studenti con due
soli gruppi (ogni colore rappresenta un gruppo).

<latexit sha1_base64="P1BP9eGAJUsIqJDrivNMM09Lppo="></latexit>

Tutto questo suggerisce il seguente algoritmo: Data l’istanza L,

• restituisci 1 se nella lista L sono presenti solo �1

• costruisci il grafo non diretto G contentente n nodi-studente ed arco tra i
nodi a e b se i due studenti a e b non possono stare nello stesso gruppo.

• restituisci 2 se G risulta bicolorabile

• restituisci 3 altrimenti
<latexit sha1_base64="O+TfYWMJEk7ncACBTPjOkE0v5T4="></latexit>

Per distinguere il caso 2 dal caso 3 posso ragionare cos̀ı:

• costruisci un grafo NON diretto G di n nodi (ogni nodo rappresenta uno

studente) e metti un arco tra a e b se a odia b o viceversa.
<latexit sha1_base64="33hEv353NQsk8PKqiNFiMznI2PY="></latexit>

Abbiamo appena dimostrato che per una qualunque istanza L la risposta deve 
essere un valore tra  e   
Nota inoltre che la risposta può essere  solo se nessuno segnala nessuno.

1,2 3
1
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Data l’istanza L,

• restituisci 1 se nella lista L sono presenti solo �1

• costruisci il grafo non diretto G contentente n nodi-studente ed arco tra i
nodi a e b se i due studenti a e b non possono stare nello stesso gruppo.

• restituisci 2 se G risulta bicolorabile

• restituisci 3 altrimenti
<latexit sha1_base64="otzYQsTI6vyyNXSJDiPkv+p+vsM="></latexit>

Nota: per il grafo  si ha .  
Quindi le procedure  e  richiedono tempo .

G m ≤ n
costruisci_grafo() bicolorabile() O(n)
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Creazione del minimo numero di gruppi di studenti

Costruiamo innanzitutto un grafo G non orientato i cui nodi sono gli studenti ed  inseriamo un arco fra  e  se  non 
gradisce collaborare con  o viceversa ( l’arco quindi indicherà che   e  non possono stare nello stesso gruppo). 

a b a
b a b

2-coloriamo le varie componenti del grafo. 

Se la componente non ha  cicli dispari la 2-colorazione assegna correttamente gli studenti della componente ai 2 gruppi. 
In presenza di cicli dispari avremo bisogno di un terzo colore e quindi una terza classe per i nodi di quel terzo colore.

Quanti sono i nodi di una  componente che devono essere ricolorati col terzo colore ?

Tanti quanti sono i cicli dispari presenti nella componente.

Basterà ora colorare col minor numero di colori le varie componenti del grafo (ad ogni colore corrisponderà un gruppo). 

Sappiamo che 3 colori saranno sempre sufficienti ma forse ne serviranno meno. 

L = [15, − 1, 5, 4, 0, − 1, − 1, 9, 13, 8, 5, 2, 14, 7, 15, 12, 9]
0      1     2     3     4       5      6    7      8      9   10  11   12   13    14     15   16
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NOTA:  se  è il numero di nodi nella componente connessa allora gli 
archi della componente sono  o 

n′�
n′�− 1 n′�

Di conseguenza del corso della DFS per la colorazione ci sarà al 
più un arco non attraversato perché porta ad un nodo  già 
visitato (quindi un unico ciclo può essere presente nella 
componente).  
Se nella 2-colorazione l’arco unisce nodi dello stesso colore 
(questo denota la presenza di un ciclo dispari)  sarà l’unico arco 
ad essere violato (basta alla fine della colorazione dare al nodo  
il  terzo colore).

x

x

gruppo1=  
gruppo2=  
gruppo3=

{0, 1, 2, 3, 6, 7, 8, 10, 12, 16}
{4, 5, 9, 11, 13, 14}
{15}
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Di seguito una procedura di tempo  che data la lista restituisce un dizionario 
con i gruppi da formare.

O(n)

L = [1, − 1,5,2,2,6,9,5, − 1,5]

{0 : {0,2,6,7,8}, 1 : {1,3,4,5}, 3 : {9}}


