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Una componente connessa (0 semplicemente una componente) di un grafo
(indiretto) e un sottografo composto da un insieme massimale di nodi connessi
da cammini.

Un grafo si dice connesso se ha una sola componente connessa.
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Vogliamo calcolare il vettore C delle componenti connesse di un grafo G.

Vale a dire il vettore C che ha tanti elementi quanti sono i nodi del grafo e
Clu] = C|v] se e solo se u e v sono nella stessa componente connessa.

C=(2|1(|2|3(4|5|2|1|1|1 23|51 |dH[|1]|2|5]|3
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def componenti(G):

""'"restituisce il vettore delle componenti connesse del grafo G'''

def DFSr(x,G,C,c):
Clx]l=c

for y in G[x]:

if Clyl==0:

DFSr(y,G,C,c)

i
C=[0 for _ in G]
c=0
for x in G:
if C[x]==0:
c+=1
DFSr(x,G,C,c)
return C

>>> G={0:[1,5],1:[0,51,2:[41,3:1[1,4:[2],5:([0,11}

>>> componenti(G)
1, 1, 2, 3, 2, 1l

La complessita della procedura € O(n + m)
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C=|1|1]2]|3|2]1
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Una componente fortemente connessa di un grafo diretto € un sottografo
composto da un insieme massimale di nodi connessi da cammini.

Un grafo diretto si dice fortemente connesso se ha una sola componente.

Vogliamo calcolare il vettore C delle componenti fortemente connesse di un grafo G.

Vale a dire il vettore C' che ha tanti elementi quanti sono i nodi del grafo e
Clu] = C|v] se e solo se u e v sono nella stessa componente fortemente connessa.

C=(1|1|2|1|1(3|1]1(4]5|4|4
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ATTENZIONE: l'algoritmo utilizzato per le componenti connesse
non funziona nel caso di componenti fortemente connesse.

Basta pensare al grafo costituito dalla catena:
0O——>1——>2——>3—-—>4.
La procedura delle componenti connesse produce la soluzione

CFC =
mentre 1

CFC =

11111
a soluzione corretta e
11213415

Il problema risiede nel fatto che se c’e un cammino che da x mi
porta a y questo non significa che x e y sono nella stessa
componente fortemente connessa, perché questo sia vero e
necessario che ci sia anche un cammino che da y mi porti a x.
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Idea per algoritmo che, dato il grafo diretto G ed un suo nodo u
restituisce i nodi della componente fortemente connessa che contiene
us

1. calcola ’insieme A dei nodi di G raggiungibili da u
2. calcola I’insieme B dei nodi di G che portano a u
3. restituisci ’intersezione dei due insiemi A e B
Complessita :

e Il passo 1 richiede O(n + m) (una semplice visita DFS che parte
da u )

e Il passo 2 O(7)
e Il passo 3 costa O(n)

Per eseguire efficientemente il passo 2 si puo ricorrere al grafo trasposto

di & (GT).
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Dato un grafo diretto G il grafo trasposto di G (denotato con G') ha gl
stessi nodi di G ma archi con direzione opposta.

R ERZA W 7

NOTA: | nodi che in G portano a u sono i nodi che in G! sono raggiungibili a
partire da u.

Il passo 2 dell’algoritmo pud essere eseguito in tempo O(n + m) cercando |
raggiungibilida u in G! (ovviamente il grafo G! andra prima costruito)
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Idea per algoritmo che, dato il grafo diretto G ed un suo nodo u
restituisce i nodi della componente fortemente connessa che contiene
us

1. calcola I’insieme A dei nodi di G raggiungibili da u

2. calcola il grafo G1 trasposto di G

3. calcola ’insieme B dei nodi di G1 raggiungibili da u

4. restituisci ’intersezione dei due insiemi A e B

Complessita :

e Il passo 1 costa O(n + m) (visita DFS che parte da u in G )

e Il passo 2 costa O(n + m)

e Il passo 3 costa O(n +m) (visita DFS che parte da u in in G7)
(

def componentefc(x,G):

e Il passo 4 costa O(n) A=raggiungibili(x,G)
. Co. Gl=trasposto(G)
L’algoritmo ha dunque complessita O(n + m). B=raggiungibili(x,G1)

return A & B #Nota: va bene anche a.intersection(b)

def trasposto(G):
Gl={u: [ ] for u in G}
for u in G:
for v in Glul:
G1l[v].append(u)

. return G1

G={0:[11, 1:(2,4,5]1, 2:[51, 3:[1,6]1, 4:[0,5,7,81,
5:11, 6:[31, 7:[6,8,9,10],8:[11],9:[],10:[8]1,11:[10]}
Y Y >>> componentefc(@,G)

o {0, 1, 3, 4, 6, 7}
{8, 10, 11}
(1)

>>> componentefc(8,G)
>>> componentefc(9,G)
{9}
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Utilizzando l'algoritmo componentefc(x, G) come subroutine posso ottenere un
algoritmo per calcolare il vettore CF delle componenti fortemente connesse:

def compFC(G):
FC=[0 for _ in G]
c=0
for x in range(len(G)):
if FC[x]==0:
E=componentefc(x,G)
c+=1
for x in E:FC[x]=c
return FC

>>> compFC(G)
f1, 1, 2, 1, 1, 3, 1, 1, 4, 5, 4, 4]

La complessita dell’algoritmo & O(n) - O(n + m) = O(n” + nm) = O(n>)
Non ¢ difficile provare che al caso pessimo la complessita dell’algoritmo e @(n3):

considera ad esempio il grafo diretto G avente un arco da v a v per
ogni coppia di nodi u, v con u < v.

Nota che questo grafo ha ©(n?) archi e n componenti fortemente con-
nesse (ciascuna composta da un singolo nodo).

Per il calcolo del vettore CF delle componenti fortemente connesse sono noti diversi algoritmi

non banali che lavorano in tempo O(n + m) (ad esempio I'algoritmo di Tarjan o quello di
Kosaraju)
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CICLI

Dato un grafo G (diretto o non diretto) ed un suo nodo u vogliamo sapere se da u €
possibile raggiungere un ciclo in G

>>> ciclo(1,G)

G= 3 )< i >( 2 >
True
T ? >>>Ciclo(3,G)
False
O 0 © >>> ciclo(5,G1)
G1i= ‘ True
>>>ciclo(4,G1)
0 0 0 False
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L'idea di partenza (sbagliata) e:

visita il grafo, e se nel corso della visita incontri un nodo gia
visitato interrompila e restituisci True, se al contrario la visita
termina regolarmente restituisci False:

def ciclo(u,G):
'"'eseque una visita del nodi di G raggiungibili
a partire dal nodo u e restituisce True se trova
un ciclo, False altrimenti'''
def DFSr(x,G,visitati):
visitati[x]=1
for y in G[x]:
if visitatily]==0:
if DFSr(y,G,visitati): return True
else: return True
return False
HHa
visitati=[0 for _ in G]
return DFSr(u,G,visitati)
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Il codice é scorretto nel caso di grafi diretti:

def ciclo(u,G):
‘''esegue una visita dei nodi di G raggiungibili
a partire dal nodo u e restituisce True se trova
un ciclo, False altrimenti'"''
def DFSr(x,G,visitati):
visitati[x]=1
for y in G[x]:
if visitatilyl==0:
if DFSr(y,G,visitati): return True
else: return True
return False
#HH#HH
visitati=[0 for _ in G]
return DFSr(u,G,visitati)

O
>>>ciclo(0,G)
0 @ True
G={0:[12], 1:[], 2:[1]}

Il codice € sbagliato perché incontrare in un grafo diretto un nodo gia visitato non
significa necessariamente che si € in presenza di un ciclo (la procedura puo
terminare con True anche in assenza di ciclo)
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Durante la visita posso incontrare nodi gia visitati in tre modi diversi:
archi in avanti, archi all’indietro e archi di attraversamento.
Solo la presenza di archi all’indietro testimonia la presenza di un ciclo.

- O @—*

O 3 O

6-1 e arco all'indietro
2-3 e arco di attraversamento
3-5 e arco Iin avanti
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Solo la presenza di archi all’indietro testimonia la presenza di un ci-
clo.

Per risolvere il problema, durante la visita alla ricerca del ciclo, devo
distinguere i nodi gia visitati a causa di un arco all’indietro dagli altri.
Posso individuare i visitati del tipo archi all’indietro notando che solo
nel caso di archi all’indietro la visita del nodo gia visitato ha termi-
nato la sua ricorsione.

IDEA: per il vettore V dei visitati uso tre step:
e In V un nodo vale 0 se il nodo non é stato ancora visitato

e In V un nodo vale 1 se il nodo € stato visitato ma la ricorsione
su quel nodo non € ancora finita,

e In V un nodo vale 2 se il nodo e stato visitato e la ricorsione su
quel nodo e finita.

def ciclo(u,6): def cicloD(u,G):
' eseque una visita del nodi di G raggiungibili ‘''esegue una visita dei nodi del grafo DIRETTO G
a partire dal nodo u e restituisce True se trova ] ) ) ) . ) )
un ciclo, False altrimenti'*' raggiungibili a partire dal nodo u e restituisce
def DFSr(x,G,visitati): . . s
visitati[x][=]1 True se trova un ciclo, False altrimenti
for in G[x]: s . .
1f visitatily]==o: def DFSr(x,G,visitati):
if DFSr(y,G,visitati): return True . . . _
else:l returnyTru:;l e ’ ’ visitati [X]_l
return False ; e
BH## for y in .G!:X] 3
visitati=[0 for _ in G] if VlSltatl[Y]== -

return DFSr(u,G,visitati)

if DFSr(y,G,visitati): return True
elif visitatilyl==1: return True
visitati[x]=2
return False

Versione corretta di complessita I
_ visitati=[0 for _ in G]
O(n + m) return DFSr(u,G,visitati)
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Il codice e scorretto nel caso di grafi non diretti:

def ciclo(u,G):
'''esegue una visita dei nodi di G raggiungibili
a partire dal nodo u e restituisce True se trova
un ciclo, False altrimenti'''
def DFSr(x,G,visitati):
visitati[x]=1
for y in G[x]:
if visitatil[y]==0:
if DFSr(y,G,visitati): return True
else: return True
return False
HH#H#
visitati=[0 for _ in G]
return DFSr(u,G,visitati)

G={0:[1], 1:10,3], 2:1[3], 3:1[1,2]}

Il codice e sbagliato perché (per come € codificato il grafo non diretto) se x ha

un arco che lo collega a y nella lista di adiacenza di x e presente y e viceversa.
Questo viene interpretato erroneamente come un ciclo di lunghezza 2.(La
procedura termina sempre con True ).
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Per risolvere il problema, durante la visita alla ricerca del ciclo, devo distinguere nella
lista di adiacenza di ciascun nodo y che incontro il nodo x che mi ha portato a visitarlo (il

padre di y nell'albero DFS)

def ciclo(u,G):
'''esegue una visita dei nodi di G raggiungibili
a partire dal nodo u e restituisce True se trova
un ciclo, False altrimenti'''
def DFSr(x,G,visitati):
visitati[x]=1
for y in G[x]:
if visitatil[y]==0:
if DFSr(y,G,visitati): return True
else: return True
return False
St
visitati=[0 for _ in G]
return DFSr(u,G,visitati)

def ciclo(u,G):
‘''eseqgue una visita dei nodi del grafo NONDIRETTO G

Versione corretta di Complessité raggiungibili.a partire dal nqdo u.?'rl‘estituisce True
se trova un ciclo, False altrimenti
0(71 + m): def DFSr(x,G,visitati,padre):
visitati[x]=1
for y in G[x]:
if visitatil[y]==0:
if DFSr(y,G,visitati,x): return True
elif y!=padre: return True
return False
HH##
visitati=[0 for _ in G]
return DFSr(u,G,visitati,u)
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Se voglio sapere se un grafo (diretto o nondiretto) contiene un ciclo o
meno, devo visitarlo tutto non importa il punto da cui parto.
Non e difficile modificare le procedure appena viste senza alterarne la

complessita O(n + m).

Di sequito la procedura modificata nel caso di grafi nondiretti:

I T I T T I I I I I I I I I I I I I I I I I I I ImImmTmmIImTmmmmIImTmmITmmImrimIirImrImmIirmrImrrImirrImr T

def ciclol(G):
'''esegue una visita dei nodli di G
e restituisce True se trova
un ciclo, False altrimenti'''
def DFSr(x,G,visitati,padre):
visitati[x]=1
for y in G[x]:
if visitatil[y]==0:
if DFSr(y,G,visitati,x): return True
elif y!=padre: return True
return False
SR
visitati=[0 for _ in G]
for u in range(len(G)):
if visitatil[ul==0:
if DFSr(u,G,visitati,u):return True
return False
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