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Una componente connessa (o semplicemente una componente) di un grafo 
(indiretto) è un sottografo composto da un insieme massimale di nodi connessi 
da cammini. 
 
Un grafo si dice connesso se ha una sola componente connessa. 

Vogliamo calcolare il vettore C delle componenti connesse di un grafo G.  
Vale a dire il vettore C che ha tanti elementi quanti sono i nodi del   grafo e 

 se e solo se  e  sono nella stessa componente connessa. C[u] = C[v] u v

C = 2 1 2 3 4 5 2 1 1 1 2 3 5 1 5 1 2 5 3
<latexit sha1_base64="o+CPdKpuG/MnnZjpkEe3d+Jah3k="></latexit>
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La complessità della procedura è O(n + m)

C = 1 1 2 3 2 1
<latexit sha1_base64="V8y0688ei8lpawM6SoOZhkD6xg8="></latexit>
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Una componente fortemente connessa di un grafo diretto è un sottografo 
composto da un insieme massimale di nodi connessi da cammini. 
 
Un grafo diretto si dice fortemente connesso se ha una sola componente. 

Vogliamo calcolare il vettore C delle componenti fortemente connesse di un grafo G.  

Vale a dire il vettore  che ha tanti elementi quanti sono i nodi del   grafo e 
  se e solo se  e  sono nella stessa componente fortemente connessa. 

C
C[u] = C[v] u v

C = 1 1 2 1 1 3 1 1 4 5 4 4
<latexit sha1_base64="it7y8H2PlWH/aABryrPhp1H5/CE=">AAACdXicdVFNTxsxEPUutKVLoaFI5YAqWSREnMJuoIJLJVQuHEFqACkbRbPOkFh4vSt7FilacuBncuDcn8AVb7oHvjr2yE9vZvzsmSRX0lIY3nv+wuKHj5+WPgfLX1ZWvzbWvp3brDACeyJTmblMwKKSGnskSeFlbhDSROFFcn1cxS9u0FiZ6T80zXGQwljLKymAHDVs3MU6k3qEmnjQah3/ihMcS12CMTCdlbfiP2sWTyrFIO JtXnm3Pivfe4b3efsnb+9Xm8dxXRSjHtUKTnPYaIadcG78LYhq0GS1nQ4bD/EoE0Xq3iwUWNuPwpwG7kKSQuEsiAuLOYhrGGPfQQ0p2kE5b9WMbxcWKOM5Gi4Vn5P4vKKE1NppmrjMFGhiX8cq8r1Yv6Crw0EpdV4QalEJkVQ4F7LCSDcD5CNpkAiqlyOXmgswQIRGchDCkYUbSuD6Eb3+/Vtw3u1Ee53uWbd59LvuzBLbZFtsh0XsgB2xE3bKekywv96K993b8B79H37Lb/9L9b26Zp29MH/3CSRrto4=</latexit>
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ATTENZIONE: l’algoritmo utilizzato per le componenti connesse 
non funziona nel caso di componenti fortemente connesse.

Basta pensare al grafo costituito dalla catena:
0�� > 1�� > 2�� > 3�� > 4.
La procedura delle componenti connesse produce la soluzione
CFC = 1 1 1 1 1
mentre la soluzione corretta è
CFC = 1 2 3 4 5

<latexit sha1_base64="SXLrmv1x4zHVX5u/2UwXcaXJayg="></latexit>

Il problema risiede nel fatto che se c’è un cammino che da x mi 
porta a y questo non significa che x e y sono nella stessa 
componente fortemente connessa, perché questo sia vero è 
necessario che ci sia anche un cammino che da y mi porti a x.
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Idea per algoritmo che, dato il grafo diretto G ed un suo nodo u

restituisce i nodi della componente fortemente connessa che contiene
u:

1. calcola l’insieme A dei nodi di G raggiungibili da u

2. calcola l’insieme B dei nodi di G che portano a u

3. restituisci l’intersezione dei due insiemi A e B

Complessità :

• Il passo 1 richiede O(n +m) (una semplice visita DFS che parte
da u )

• Il passo 2 O(?)

• Il passo 3 costa O(n)

Per eseguire e�cientemente il passo 2 si può ricorrere al grafo trasposto
di G (GT ).

<latexit sha1_base64="0XzqkaAPlcJQaggcPPfG0uK6S34="></latexit>

Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 



Dato un grafo diretto  il grafo trasposto di  (denotato con ) ha gli 
stessi nodi  di  ma archi con direzione opposta.

G G GT

G

NOTA: I nodi che in  portano a  sono i nodi che in  sono raggiungibili a 
partire da . 

Il passo 2 dell’algoritmo può essere eseguito  in tempo  cercando i 
raggiungibili da  in  (ovviamente il grafo  andrà prima costruito)

G u GT

u

O(n + m)
u GT GT
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Idea per algoritmo che, dato il grafo diretto G ed un suo nodo u

restituisce i nodi della componente fortemente connessa che contiene
u:

1. calcola l’insieme A dei nodi di G raggiungibili da u

2. calcola il grafo G1 trasposto di G

3. calcola l’insieme B dei nodi di G1 raggiungibili da u

4. restituisci l’intersezione dei due insiemi A e B

Complessità :

• Il passo 1 costa O(n+m) (visita DFS che parte da u in G )

• Il passo 2 costa O(n+m)

• Il passo 3 costa O(n+m) (visita DFS che parte da u in in G
T )

• Il passo 4 costa O(n)

L’algoritmo ha dunque complessità O(n+m).
<latexit sha1_base64="363xp9UVQW9XmNeCuOQe7Urbvms="></latexit>
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Utilizzando l’algoritmo  come subroutine posso ottenere un 
algoritmo per calcolare il vettore CF delle componenti fortemente connesse:

componentefc(x, G)

La complessità dell’algoritmo è Θ(n) ⋅ O(n + m) = O(n2 + nm) = O(n3)
Non è difficile provare che al caso pessimo la complessità dell’algoritmo è :Θ(n3)

considera ad esempio il grafo diretto G avente un arco da u a v per
ogni coppia di nodi u, v con u  v.
Nota che questo grafo ha ⇥(n2) archi e n componenti fortemente con-
nesse (ciascuna composta da un singolo nodo).

<latexit sha1_base64="sM47ncYeGGEfGrOG60Hg/+QffwY="></latexit>

Per il calcolo del vettore CF delle componenti fortemente connesse sono noti diversi algoritmi 
non banali che lavorano in tempo  (ad esempio l’algoritmo di Tarjan o quello di 
Kosaraju)

O(n + m)
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CICLI 
Dato un grafo  (diretto o non diretto) ed un suo nodo  vogliamo sapere se da  è 
possibile raggiungere un ciclo in  

G u u
G

>>> ciclo(1,G)

True

>>>ciclo(3,G)

False

G=

G1=
>>> ciclo(5,G1)

True

>>>ciclo(4,G1)

False
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L’idea di partenza (sbagliata) è:  
visita il grafo, e se nel corso della visita incontri un nodo già 
visitato interrompila e restituisci True, se al contrario la visita 
termina regolarmente restituisci False:
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Il codice è scorretto nel caso di grafi diretti:

>>>ciclo(0,G)

True

G = {0 : [1,2], 1 : [], 2 : [1]}

Il codice è sbagliato perché incontrare in un grafo diretto un nodo già visitato non 
significa necessariamente che si è in presenza di un ciclo (la procedura può 
terminare con  True anche in assenza di ciclo)
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6-1 è arco all’indietro 
2-3 è arco di attraversamento 
3-5 è arco in avanti

Durante la visita posso incontrare nodi già visitati in tre modi diversi:
archi in avanti, archi all’indietro e archi di attraversamento.
Solo la presenza di archi all’indietro testimonia la presenza di un ciclo.

<latexit sha1_base64="NNwrdYlgqd7j/qnBazDLJP2F0Dw="></latexit>
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Solo la presenza di archi all’indietro testimonia la presenza di un ci-
clo.
Per risolvere il problema, durante la visita alla ricerca del ciclo, devo
distinguere i nodi già visitati a causa di un arco all’indietro dagli altri.
Posso individuare i visitati del tipo archi all’indietro notando che solo
nel caso di archi all’indietro la visita del nodo già visitato ha termi-
nato la sua ricorsione.

IDEA: per il vettore V dei visitati uso tre step:

• In V un nodo vale 0 se il nodo non è stato ancora visitato

• In V un nodo vale 1 se il nodo è stato visitato ma la ricorsione
su quel nodo non è ancora finita,

• In V un nodo vale 2 se il nodo è stato visitato e la ricorsione su
quel nodo è finita.

<latexit sha1_base64="eykpI1E1JA8D30FVMfQDTroKTXg="></latexit>

Versione corretta di complessità 
:O(n + m)
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Il codice è sbagliato perché (per come è codificato il grafo non diretto) se  ha 
un arco che lo collega a  nella lista di adiacenza di  è presente  e viceversa. 
Questo viene interpretato erroneamente come un ciclo di lunghezza 2.(La 
procedura termina sempre con True ).

x
y x y

Il codice è scorretto nel caso di grafi non diretti:

G = {0 : [1], 1 : [0,3], 2 : [3], 3 : [1,2]}
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Per risolvere il problema, durante la visita alla ricerca del ciclo, devo distinguere nella 
lista di adiacenza di ciascun nodo  che incontro il nodo  che mi ha portato a visitarlo (il 
padre di  nell’albero DFS)

y x
y

Versione corretta di complessità 
:O(n + m)
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Se voglio sapere se un grafo (diretto o nondiretto) contiene un ciclo  o 
meno, devo visitarlo tutto non importa il punto da cui parto.  
Non è difficile modificare le procedure appena viste senza alterarne la 
complessità .  

Di seguito la procedura modificata nel caso di grafi nondiretti:

O(n + m)
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