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Con una visita DFS gli archi del grafo si bipartiscono in quelli che nel corso della visita sono stati
attraversati (perché permettevano di raggiungere nuovi nodi) e gli altri:
| nodi e gli archi attraversati formano un albero detto albero DFS.
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A sinistra un grafo G, a destra i tre alberi DFS che si ottengono facendo partire tre visite dai nodi
9,4 e 3 rispettivamente.
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Un albero puo essere memorizzato tramite il vettore dei padri.

Il vettore dei padri P di un albero 7 di n nodi ha n componenti:
P[i] contiene il padre del nodo i (il padre della radice per convenzione é la radice stessa).
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Modificando lievemente la procedura DFS e possibile fare in modo che restituisca il
vettore dei padri P anzicché il vettore dei visitati.

def padri(u,G):
‘''genera il vettore dei padri radicato in u'''
def DFSr(x,G,P):
for y in GI[x]: 3 )<
if Plyl==-1:
Plyl=x
DFSr(y,G,P)
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P=[-1 for v in G]
Plul=u
DFSr(u,G,P)
return P

G={o:[1], 1:[2,3,5]1, 2:[4], 3:[5], 4:[6]1, 5:[1, 6:[2]} ) (3)
>>> padri(0,G)
[0, 0, 1, 1, 2, 3, 4]

>>> padri(5,G) (5)
[-1, -1, -1, -1, -1, 5, -1] "

>>> padri(6,G)

[elsie=leabualdue=d 6] e

Al termine P[v]contiene —1 se v non é stato visitato altrimenti contiene il padre di v nell’albero DFS
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Spesso non ci basta sapere se un nodo y e raggiungibile a partire dal nodo x del grafo, ma
nel caso la risposta sia positiva allora vogliamo anche un cammino che ci permetta di

andare da x ay.
Il vettore dei padri dell’albero DFS radicato in x permette di ricavare facilmente il cammino.

>>>P=padri(9,G)
>>>cammino(7,P)
OO0 [9,2,7]
>>>cammino(1,P)
[9,0,1]
010 0 >>>cammino(5,P)

[]

=19101912(7|—-1]|-1{219]9

Basta controllare che il nodo y sia nell’albero e poi da y risalire alla radice ed
effettuare il “reverse” dei nodi incontrati
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def cammino(y,P):

‘''1la procedura restituisce il cammino che porta
dalla radice dell'albero P al nodo y di G''"'

if P[yl==-1: return [ ]

path=[ |

while P[y] != y:

path.append(y)

y=P[y]

path.append(y)

path.reverse()

return path

>>>P=padri(9,G)
>>>cammino(7,P)

[9,2,7]
Disponendo del vettore dei padri, la >[;>gaTTin0<1,P)
complessita della procedura & O(n) e ENE)

[]
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ATTENZIONE: se esistono piu cammini che dal nodo x portano al nodo y la procedura
appena vista non garantisce di restituire il cammino minimo (vale a dire quello che
attraversa il minor numero di archi)

® @

: [1],
: [2],
: [31],
11
: [0, 3]
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>>>P=padri(4,G)
>>>cammino(3,P)
[4,0,1,2,3]
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Il cammino minimo da 4 a 3 e [4,3] la procedura restituisce il cammino [4,0,1,2,3]
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Colorazione di grafi

Dato un grafo connesso G ed un intero & vogliamo sapere se & possibile

colorare 1 nodi del grafo in modo che nodi adiacenti abbiamo sempre colori
distinti.

Esempio di grafo 3-colorabile
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e In generale un grafo puo richiedere anche ©(n) colori.

e Il Teorema dei quattro colori afferma che un grafo planare richiede al piu
quattro colori per essere colorato.

e Non e noto nessun algoritmo polinomiale che, dato un grafo planare G,
determini se G e 3-colorabile.

e Non e difficile progettare un algoritmo che determini se un grafo e 2-
colorabile:

Un grafo é 2-colorabile se e solo se non contiene cicli di lunghezza dispari
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Un ciclo di lunghezza dispari rende impossibile la colorazione del grafo con due
colori:

Lungo il ciclo i colori devono alternarsi.
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L’algoritmo di bi-colorazione che segue prova che un grafo senza cicli dispari
puo sempre essere 2-colorato:

e (Colora il nodo 0 col colore 0

e effettua una visita in profondita del grafo a partire dal nodo 0. Nel corso
della visita, a ciascun nodo x che incontri assegna uno dei due colori 0 e 1.
Scegli il colore da assegnare in modo che sia diverso dal colore assegnato
al nodo padre che ti ha portato a visitare x.

La prova di correttezza: Siano x e y due nodi adiacenti in GG, consideriamo i
due possibili casi e facciamo vedere che in entrambi i casi i due nodi al termine
avranno colori opposti.

1. larco (x,y) viene attraversato durante la visita. In questo caso banalmente
1 due nodi hanno colori distinti.

2. larco (x,y) NON viene attraversato durante la visita. Sia x il nodo visitato
prima. Esiste un cammino in G che da x porta a y (quello seguito dalla
visita), questo cammino si chiude a formare un ciclo con 'arco (y,x). Il
ciclo ¢ di lunghezza pari per ipotesi, quindi il cammino ¢ di lunghezza
dispari. Poiché sul cammino i colori si alternano il primo nodo (z ) e
'ultimo nodo (y) del cammino avranno colori diversi.
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Di seguito ’algoritmo per bi-colorare grafi G senza cicli dispari:

def colora(G):

''"'su grafi bicolorabili (i.e. connessi e senza cicli dispari)
restituisce una bicolorazione dei nodi''’

def DFSr(x,G,colori,c):
colore([x]=c
for y in G[x]:
if colorely]==-1:

DFSr(y,G,colore,1-c)
HHE#H

colore=[-1 for v in G]
DFSr(0,G,colore,0)
return colore

Se il grafo G contiene cicli dispari I'algoritmo produce un assegnamento di colori
sbagliato.
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Nella versione che segue I’algoritmo produce una bi-colorazione se il grafo G é bi-colorabile, produce una
lista vuota in caso contrario.

def coloral(G):

'"""restituisce una bicolorazione di G

se il grafo e bicolorabile, una lista vuota altrimenti'''
def DFSr(x,G,colori,c):

colore([x]=c
for y in G[x]:
if colorel[y]==-1:

if not DFSr(y,G,colore,1-c): return False

elif colorel[y]l==c: return False
return True

HHHH#
colore=[-1 for v in G]

if DFSr(0,G,colore,®): return colore
return []

La complessita dell’algoritmo per testare se un grafo € bicolorabile € quella di una
semplice visita del grafo connesso da colorare : O(n + m) = O(m)

(dove I'ultima uguaglianza dipende dal fatto che in un grafo connessom > n — 1)
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