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Colorazione di grafi
Dato un grafo connesso  ed un intero  vogliamo sapere se è possibile 
colorare i nodi del grafo in modo che nodi adiacenti abbiamo sempre colori 
distinti. 

G k

Esempio di grafo 3-colorabile

Corso di Progettazione di Algoritmi – Prof. Angelo Monti 

Un grafo è 2-colorabile se e solo se non contiene cicli di lunghezza dispari

• In generale un grafo può richiedere anche ⇥(n) colori.

• Il Teorema dei quattro colori a↵erma che un grafo planare richiede al più
quattro colori per essere colorato.

• Non è noto nessun algoritmo polinomiale che, dato un grafo planare G,
determini se G è 3-colorabile.

• Non è di�cile progettare un algoritmo che determini se un grafo è 2-
colorabile:

<latexit sha1_base64="JjvF8UXLkGaE+w8mSC8V5cqSN0Q="></latexit>
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Un ciclo di lunghezza dispari rende impossibile la colorazione del grafo con due 
colori:

Lungo il ciclo i colori devono alternarsi.
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La prova di correttezza: Siano x e y due nodi adiacenti in G, consideriamo i
due possibili casi e facciamo vedere che in entrambi i casi i due nodi al termine
avranno colori opposti.

1. l’arco (x, y) viene attraversato durante la visita. In questo caso banalmente
i due nodi hanno colori distinti.

2. l’arco (x, y) NON viene attraversato durante la visita. Sia x il nodo visitato
prima. Esiste un cammino in G che da x porta a y (quello seguito dalla
visita), questo cammino si chiude a formare un ciclo con l’arco (y, x). Il
ciclo è di lunghezza pari per ipotesi, quindi il cammino è di lunghezza
dispari. Poiché sul cammino i colori si alternano il primo nodo (x ) e
l’ultimo nodo (y) del cammino avranno colori diversi.

<latexit sha1_base64="Wk1bJu3PWBxPi2qqO1ewF7Mo2xU="></latexit>
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L’algoritmo di bi-colorazione che segue prova che un grafo senza cicli dispari
può sempre essere 2-colorato:

• Colora il nodo 0 col colore 0

• e↵ettua una visita in profondità del grafo a partire dal nodo 0. Nel corso
della visita, a ciascun nodo x che incontri assegna uno dei due colori 0 e 1.
Scegli il colore da assegnare in modo che sia diverso dal colore assegnato
al nodo padre che ti ha portato a visitare x.

<latexit sha1_base64="RqUbJaalX/yjN0joQF3tx/Sxeqg="></latexit>

Se il grafo G contiene cicli dispari l’algoritmo produce un assegnamento di colori 
sbagliato.
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Di seguito l’algoritmo per bi-colorare grafi G senza cicli dispari:

La complessità dell’algoritmo per testare se un grafo  è bicolorabile è quella di una 
semplice visita del grafo connesso da colorare : 

(dove l’ultima uguaglianza dipende dal fatto che in un grafo connesso )

O(n + m) = O(m)
m ≥ n − 1
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Nella versione che segue l’algoritmo produce una bi-colorazione se il grafo  è bi-colorabile, produce una 
lista vuota in caso contrario.

G Una componente connessa (o semplicemente una componente) di un grafo (indiretto) è un sottografo 
composto da un insieme massimale di nodi connessi da cammini.

 
Un grafo si dice connesso se ha una sola componente connessa. 

Vogliamo calcolare il vettore C delle componenti connesse di un grafo G. 


Vale a dire il vettore C che ha tanti elementi quanti sono i nodi del   grafo e  se e solo se  e  sono 
nella stessa componente connessa. 

C[u] = C[v] u v

C = 2 1 2 3 4 5 2 1 1 1 2 3 5 1 5 1 2 5 3
<latexit sha1_base64="o+CPdKpuG/MnnZjpkEe3d+Jah3k="></latexit>
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La complessità della procedura è O(n + m)

C = 1 1 2 3 2 1
<latexit sha1_base64="V8y0688ei8lpawM6SoOZhkD6xg8="></latexit>
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Una componente fortemente connessa di un grafo diretto è un sottografo composto da un insieme massimale 
di nodi connessi da cammini.


 
Un grafo diretto si dice fortemente connesso se ha una sola componente. 

Vogliamo calcolare il vettore C delle componenti fortemente connesse di un grafo G. 


Vale a dire il vettore  che ha tanti elementi quanti sono i nodi del   grafo e   se e solo se  e  sono 
nella stessa componente fortemente connessa. 

C C[u] = C[v] u v

C = 1 1 2 1 1 3 1 1 4 5 4 4
<latexit sha1_base64="it7y8H2PlWH/aABryrPhp1H5/CE="></latexit>
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ATTENZIONE: l’algoritmo utilizzato per le componenti connesse non funziona nel caso di 
componenti fortemente connesse.

Basta pensare al grafo costituito dalla catena:
0�� > 1�� > 2�� > 3�� > 4.
La procedura delle componenti connesse produce la soluzione
CFC = 1 1 1 1 1
mentre la soluzione corretta è
CFC = 1 2 3 4 5

<latexit sha1_base64="SXLrmv1x4zHVX5u/2UwXcaXJayg="></latexit>

Il problema risiede nel fatto che se c’è un cammino che da x mi porta a y questo non significa che x 
e y sono nella stessa componente fortemente connessa, perché questo sia vero è necessario che ci 
sia anche un cammino che da y mi porti a x.
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Idea per algoritmo che, dato il grafo diretto G ed un suo nodo u

restituisce i nodi della componente fortemente connessa che contiene
u:

1. calcola l’insieme A dei nodi di G raggiungibili da u

2. calcola l’insieme B dei nodi di G che portano a u

3. restituisci l’intersezione dei due insiemi A e B

Complessità :

• Il passo 1 richiede O(n +m) (una semplice visita DFS che parte
da u )

• Il passo 2 O(?)

• Il passo 3 costa O(n)

Per eseguire e�cientemente il passo 2 si può ricorrere al grafo trasposto
di G (GT ).

<latexit sha1_base64="0XzqkaAPlcJQaggcPPfG0uK6S34="></latexit>
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Dato un grafo diretto  il grafo trasposto di  (denotato con ) ha gli stessi nodi  di  ma 
archi con direzione opposta.

G G GT G

NOTA: I nodi che in  portano a  sono i nodi che in  sono raggiungibili a partire da .


Il passo 2 dell’algoritmo può essere eseguito  in tempo  cercando i raggiungibili da  in  

(ovviamente il grafo  andrà prima costruito)

G u GT u

O(n + m) u GT

GT
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Idea per algoritmo che, dato il grafo diretto G ed un suo nodo u

restituisce i nodi della componente fortemente connessa che contiene
u:

1. calcola l’insieme A dei nodi di G raggiungibili da u

2. calcola il grafo G1 trasposto di G

3. calcola l’insieme B dei nodi di G1 raggiungibili da u

4. restituisci l’intersezione dei due insiemi A e B

Complessità :

• Il passo 1 costa O(n+m) (visita DFS che parte da u in G )

• Il passo 2 costa O(n+m)

• Il passo 3 costa O(n+m) (visita DFS che parte da u in in G
T )

• Il passo 4 costa O(n)

L’algoritmo ha dunque complessità O(n+m).
<latexit sha1_base64="363xp9UVQW9XmNeCuOQe7Urbvms="></latexit>
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Utilizzando l’algoritmo  come subroutine posso ottenere un algoritmo per calcolare il vettore 
CF delle componenti fortemente connesse:

componentefc(x, G)

La complessità dell’algoritmo è Θ(n) ⋅ O(n + m) = O(n2 + nm) = O(n3)
Non è difficile provare che al caso pessimo la complessità dell’algoritmo è :Θ(n3)

considera ad esempio il grafo diretto G avente un arco da u a v per
ogni coppia di nodi u, v con u  v.
Nota che questo grafo ha ⇥(n2) archi e n componenti fortemente con-
nesse (ciascuna composta da un singolo nodo).

<latexit sha1_base64="sM47ncYeGGEfGrOG60Hg/+QffwY="></latexit>

Per il calcolo del vettore CF delle componenti fortemente connesse sono noti diversi algoritmi non banali che lavorano in tempo 

 (ad esempio l’algoritmo di Tarjan o quello di Kosaraju)O(n + m)
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