Equazioni di Ricorrenza

*****arrivata a pag. 8 liste. Il precedente e’ gia’ stato riletto****


E’ noto che, di solito, la ricorsione utilizza una grande quantità di memoria poiché deve essere mantenuto una pila di sistema  con i valori attivi. Un programma ricorsivo non è, in generale, neanche più veloce rispetto alla sua versione iterativa, per i ritardi dovuti al passaggio dei parametri. Tuttavia un codice ricorsivo è più compatto e spesso più semplice da scrivere. Inotre, per strutture dati definite ricorsivamente, come gli alberi e le liste, la ricorsione risulta particolarmente conveniente.

A prescindere dai dettagli, in un algoritmo espresso ricorsivamente possiamo sempre individuare:

· un caso base (cioè un caso in cui la ricorsione termina)

· una regola di partizione ricorsiva, che permette di ridurre il problema ad una serie di operazioni e al calcolo della soluzione del problema stesso su istanze di dimensione inferiore.

Per calcolare la complessità di un algoritmo ricorsivo non è possible utilizzare le tecniche che abbiamo già visto, ma è necessario introdurre le equazioni di ricorrenza. Esse descrivono una funzione in termini del suo valore su input sempre più piccoli.

 Nel seguito questo concetto verrà chiarito con degli esempi.

Funzioni ricorsive e loro versione iterativa

Esempio 1. 

Il fattoriale di un intero positivo n (denotato con n!) è definito come:




0!=1




n!=n (n-1)! per n>0


Utilizzando direttamente la definizione ricorsiva, è semplice scrivere una funzione C che, dato n,  ne calcoli il fattoriale:



long fatt(int n)




{if (n==0) return 1;





return fatt(n-1)*n;




}


Questa funzione richiede tempo ((n), infatti, detto T(n) il tempo impiegato dalla funzione per calcolare il fattoriale di un dato intero n, T(n) si può esprimere come la somma di   ((1) – tempo  impiegato dalla istruzione if -  e di T(n-1) – cioè il tempo impiegato dalla chiamata ricor-siva che calcola il fattoriale di n-1. La ricorrenza si può allora scrivere come:



T(n)=T(n-1)+ ((1) se n>1


T(1)= ((1)
Risolviamo questa equazione di ricorrenza tramite il metodo iterativo, che consiste nello sviluppare la ricorrenza ed espri-merla come somma di termini dipendenti solo da n e dalla condizione iniziale: 

Usando la definizione dell’equazione T(n)=T(n-1)+ ((1) calco-liamo T(n-1)=T(n-2)+ ((1) e sostituiamola nell’equazione di par-tenza:



T(n)=T(n-1)+ ((1)=T(n-2)+((1)+((1)

Calcoliamo ora il valore di T(n-2)=T(n-3)+((1)  e sostituiamo nuovamente:



T(n)=T(n-1)+ ((1)=T(n-3)+((1)+((1)+((1)

Continuando a sostituire, alla k-esima iterazione avremo:



T(n)=T(n-k)+k((1)

La sostituzione iterative dovrà proseguire fino a quando non si raggiunge il caso base, e cioè fino a quando T(n-k) non diventa T(1). Ciò avviene, banalmente, quando k=n-1, ed in tal caso l’equazione diventa:



T(n)=T(1)+(n-1)((1)
in cui possiamo sostituire il valore noto T(1)=((1)  ottenendo:



T(n)= ((1)+(n-1)((1)=((n).

Per quello che riguarda lo spazio necessario, esso è ((n), per la pila di sistema, poiché n è il massimo numero di chiamate ricorsive aperte ad uno stesso istante. 

La versione iterativa che segue richiede sempre tempo ((n) dovuto al ciclo for, ma lo spazio richiesto è ora ((1).



long fatt(int n)




{int i, temp=1;




 for (i=1; i<=n; i++)





temp*=i;




 return temp;




}

Esempio 2. 

Per calcolare il massimo comun divisore tra due interi n ed m con n<m (in breve, MCD(n,m)) si può procedere in modo intuitivo, scorrendo tutti gli interi da 1 ad n/2 e memorizzando il più grande divisore comune:


int MCD(int n, int m)


{int maxdiv=1; int i;


if (!(m%n)) return n;


for (i=2; i <= (int)(n/2); i++)



if (!(n%i) && !(m%i)) /* un'espres. e' vera se <>0 */



maxdiv=i;


return maxdiv;



}

La precedente funzione ha complessità ((n). Si osservi che si ottiene una complessità mediamente migliore (ma sempre O(n) nel caso peggiore) scorrendo gli interi al contrario da n/2 fino al primo divisore comune. Un algoritmo con complessità migliore si basa sulla seguente ricorrenza, nota come algoritmo di Euclide; nella formula che segue risulta n<m e con la notazione (x( si intende la parte intera inferiore di x, cioè x privato della sua parte decimale.



MCD(0,m)=m;



MCD(n,m)=MCD(m-n(m/n(, n),  per m>0.

Ad esempio:



MCD(27,36) = MCD(9,27) = MCD(0,9)=9.



MCD(214,352) = MCD(138,214) = MCD(76,138) = MCD(62,76) =







= MCD(14,62) = MCD(6,14) = MCD(2,6) = MCD(0,2) = 2.


La versione ricorsiva dell’algoritmo è immediata:



int MCD(int n, int m)




{if (m%n==0) return n;




 return MCD(m-n*(m/n), n);




}

Si può dimostrare che, dopo due passi ricorsivi dell’algoritmo entrambi gli argomenti hanno al più metà del loro originario valore e quindi, essendo n il più grande degli argomenti, il numero di passi richiesto dall’algoritmo è O(log n) ed O(log n)  sarà anche la richiesta di spazio della pila di sistema.

La versione iterativa dell’algoritmo è invece la seguente:



int MCD(int n, int m)




{int r;




 while(n)





{r=n; n=m-n*(m/n); m=r;}




 return m;




}

La complessità temporale sarà ancora O(log n) ma in questo modo la complessità spaziale si riduce a ((1).

Fino ad ora abbiamo visto esempi di come la versione itarativa permetta di ottenere miglioramenti rispetto a quella ricorsiva per quanto riguarda la complessità spaziale. Non è difficile mostrare esempi di come un uso “sconsiderato” della ricorsione possa dar luogo a programmi inefficienti anche per quanto riguarda la risorsa temporale.

Esempio 3. 

I numeri di Fibonacci sono definiti dalla ricorrenza:



F(0)=0,
F(1)=1



F(n) = F(n-1) + F(n-2)  se n>1.

Una funzione ricorsiva per il calcolo dell’n-esimo numero di Fibonacci che discende direttamente dalla definizione di tali numeri è la seguente:



int fib(int n)




{if(n<=1) return n;




 return fib(n-1) + fib(n-2);




}

Se con T(n) indichiamo la complessità temporale di questa procedura, notando che la singola chiamata alla funzione costa ((1), otteniamo la ricorrenza: 



T(n)=T(n-1)+T(n-2)+((1)
Poiché T(n-1)>T(n-2), segue che T(n)>2T(n-2)+((1); risolvendo questa ricorrenza con il metodo iterativo si ha:



T(n)>2n/2T(0)+n/2O(1)

da cui deduciamo che T(n)>O(2n/2).

In modo analogo, maggiorando T(n) con 2T(n-1)+((1) si può provare che T(n)<O(2n). 

I dettagli dei conti sono lasciati per esercizio.

Se ne deduce che la complessità di tale algoritmo è esponenziale in n.

Intuitivamente, questa pessima complessità temporale è dovuta al fatto che la funzione finisce per effettuare una gran quantità di lavoro superfluo venendo richiamata più volte su di uno stesso numero; ad esempio, per calcolare F(5), la funzione richiama prima F(3) e poi F(4), ma F(4) a sua volta richiamerà F(2) e di nuovo F(3), e così via.

La complessità spaziale di questo algoritmo è ((n) in quanto, come è facile vedere, sono aperte al più n chiamate contemporanee.

Il seguente algoritmo iterativo, che si basa sulla semplice osservazione che per calcolare un numero di Fibonacci è sufficiente conoscere i due che lo precedono, ha una complessità temporale di ((n):



int fib(int n)




{int x1, x2, i, z;




 if (n<=1) return n;




 x1=1; x2=0;




 for (i=2; i<=n; i++)





{z=x1+x2; x2=x1; x1=z;}




 return z;




}

Si noti che anche dal punto di vista dello spazio l’algoritmo iterativo risulta preferibile a quello ricorsivo infatti, mentre quest’ultimo richiede spazio ((n), la funzione iterativa richiede spazio ((1).

Complessità del Merge Sort

Si consideri ora l’algoritmo ricorsivo di ordinamento per fusione (merge-sort) per ordinare una sequenza di n = 2k numeri:


1. Dividi la sequenza da ordinare in due sottosequenze di uguale dim.


2. Ordina ricorsivamente le due sottosequenze


3. Fondi insieme le due sottosequenze ordinate.

La prima cosa da notare è che, se la sequenza da ordinare è rappresentata tramite array, allora il passo 1. richiederà tempo ((1). Meno immediato è provare che il passo 3. richiederà tempo proporzionale ad n: un semplice algoritmo per la fusione (merge) di due array ordinati lavora come segue:


si scorrono con gli indici i e j i due array, e gli elementi via via incontrati vengono sistemati in modo ordinato in una lista di appoggio. Al termine della scansione la lista ordinata ottenuta nell'array di appoggio viene ricopiata nell’ array originario.


La seguente funzione, utilizzando l’idea appena esposta, prende come parametro un array avente due sottoarray ordinati che vanno rispettivamente dalla posizione a alla posizione b, e dalla posizione b+1 alla posizione c. 



void merge(int lista[], int a, int b, int c)



{int i, j, k, ordinata[MAX];




k=i=a; j=b+1;




while (i<=b && j<=c)





if (lista[i]<=lista[j]) ordinata[k++]=lista[i++];





else ordinata[k++]=lista[j++];




while (j<=c) ordinata[k++]=lista[j++];




while (i<=b) ordinata[k++]=lista[i++];




for (i=a; i<=c; i++) lista[i]=ordinata[i];



}


Ad ogni iterazione dei cicli while viene aggiunto un elemento alla lista ordinata e l’indice i o l’indice j si incrementa di 1. Poiché i non può superare b, e j non può superare c, il numero totale di iterazioni dovute ai cicli while è b-a + c-b. Questo significa che il tempo totale richiesto dai cicli  while è ((c-a). E' facile inoltre vedere che il ciclo for finale richiede un tempo addittivo ((c-a). Quindi, poiché c-a+1 rappresenta il numero totale degli elementi da ordinare, la complessità della funzione merge è lineare nella lunghezza complessiva dei due array da fondere.


Il pregio di quest’algoritmo è nella sua semplicità mentre il difetto è nel fatto di far uso di uno spazio di lavoro addizionale ((n) (l'array di appoggio). Questo può rappresentare un problema nel caso in cui i sottoarray da fondere siano di notevole lunghezza. 


Avendo ora a disposizione la funzione merge per la fusione di sottoliste scriviamo la funzione di merge-sort così come descritta all’inizio del paragrafo:

void merge_sort1(int lista[], int n, int p, int r)



{int q;


 if (p<r)




{q=(int)(p+r)/2;




 merge_sort1(lista, n, p, q);




 merge_sort1(lista, n, q+1, r);




 merge(lista, n, p, q, r);




}



}

Per valutare la complessità di questa funzione, utilizziamo l’equazione di ricorrenza ad essa associata:

T(n)=2T(n/2)+ ((n)

T(1)= ((1)

Risolvendo con il metodo iterativo si ha:

T(n)=2T(n/2)+((n) = 22 T(n/22)+2((n/2)+ ((n) = … = 

= 2k T(n/2k)+(i=0k-1 2i ((n/2i)

Le iterazioni devono procedere fino a k=log n da cui:

T(n)= 2log n ((1)+(i=0log n-1((n)= ((n log n)

Vediamo ora la versione iterativa dell’algoritmo.


Dato un array di n = 2k elementi, esso si può vedere come una sequenza di array ordinati, ciascuno di lunghezza 1; questi array vengono fusi a coppie per ottenere n/2 array di dimensione 2; poi vengono fusi gli n/2  array a coppie, e così via, fino ad ottenere un'unico array ordinato.



void merge_sort2(int lista[], int n)



{int i, lu=1;




while (lu<n)





{for (i=0; i<n; i+=2*lu) merge(lista, i, i+lu-1, i+2*lu-1);





lu*=2;




}



}


Poiché l’algoritmo termina quando si ottiene una sottolista di dimensione n il numero complessivo di passi è k= log n.


Fondere due array di lunghezza 2i-1 tramite la funzione merge richiede tempo ((2i), e al generico passo i-esimo ci sono n/2i coppie di array da fondere. Quindi il tempo totale impiegato dal passo i sarà:

 ((2i-1)n/2i=((n). Questo significa che vengono effettuati log n passi ciascuno di costo ((n) per una complessità globale ((n log n).


Nella seguente versione di merge_sort si assume che l'array abbia una lunghezza n che è una potenza di due. Una semplice modifica permette di far sì che la funzione operi correttamente su liste di lunghezza n arbitraria:



void merge_sort3(int lista[], int n)



{int i, lu=1;




while (lu<n)





{for (i=0; i<n-2*lu; i+=2*lu) merge(lista, i, i+lu-1, i+2*lu-1);





if (i + lu - 1 < n)






merge(lista, i, i+lu-1,n-1);





lu*=2;




}



}


Questa volta, col generico passo i-esimo si procede alla fusione delle coppie di sottoarray di lunghezza 2i-1 finché coppie di questa lunghezza esistono; quindi, se il segmento restante ha lunghezza maggiore di 2i-1, cioè resta un sottoarray ordinato di lunghezza 2i-1 seguito da un sottoarray ordinato di lunghezza minore di 2i-1, questi due ultimi sottoarray vengono fusi tra loro in un passo a parte. In questo modo si è certi che, al generico passo i-esimo, l'array da ordinare sia composto da tanti blocchi ordinati di lunghezza 2i-1 tranne al più l’ultimo che, se pure ordinato, può avere una lunghezza inferiore. In ogni caso, all’ultimo passo, i due blocchi restanti verranno fusi tra loro.

Un altro possible metodo per risolvere le equazioni di ricorrenza è il metodo dell’albero della ricorsione. Un albero di ricorsione è un metodo per visualizzare l’andamento di una ricorrenza, ed è particolarmente utile quando la ricorrenza esprime la complessità di un algoritmo divide et impera, cioè quando la soma degli argomenti delle T nella parte destra dell’equazione sommano ad n.

Esempio 4.

Risolviamo l’equazione scaturita dal merge sort con il metodo dell’albero della ricorsione.

T(n)=2T(n/2)+((n) si può visualizzare come:





((n)




   /     \

     T(n/2)     T(n/2)

I due T(n/2) nell’albero si possono sostituire con il seguente albero:





((n/2)




   /     \

     T(n/4)     T(n/4)

e così via, fino a giungere ai nodi che contengono l’etichetta T(1), corrispondente al caso base.

A questo punto, per ottenere il risultato dell’equazione di ricorrenza, è sufficiente sommare I contributi di tutti I nodi. Di solito, si sommano I contributi di ciascuna riga, e poi si sommano i contributi di tutte le righe. In questo caso, ciascuna riga soma ad 1, e le righe sono log n, in quanto ogni volta che si scende di un livello lungo l’labero la dimensione dell’input si dimezza. Si ottiene quindi che T(n)=((n log n).
Implementazione Ricorsiva delle Liste


Le dichiarazioni necessarie lungo tutto questo paragrafo sono le se-guenti: 



typedef struct X
{int info;










struct X *next;} nodo;



typedef nodo* list_ptr;

Esempio 4.

Consideriamo il problema di inserire un certo valore x come record k-esimo in una lista puntata da l. Possiamo risolvere tale problema tramite il seguente algoritmo ricorsivo:

list_ptr Insert(list_ptr l, int k, int x)

{

if (l==NULL || k <=1)


{list_ptr = p;


 p=(list_ptr)malloc(sizeof(nodo));


 p->info=x; p->next=l;


 return p;


}

else


{l->next=Insert(l->next, k-1, x);


 return l;


}

}

La dimensione dell’input deve qui essere definite tramite non uno ma due parametri: k e la lunghezza n della lista, perciò si avrà: 

T(n,k)=T(n-1,k-1)+((1), con i seguenti casi base: 

T(0,k)=((1) e T(n-1)= ((1).

Risolvendo l’equazione per iterazione si ottiene:

T(n,k)=…=T(n-j,k-j)+ j((1), e l’iterazione si conclude quando uno dei due parametri diventa 0, cioè quando j=min(n,k). In tal caso la complessità è T(n,k)=((1)+min(n,k)((1)=((min(n,k)).

Dunque T si potrebbe , in realtà, esprimere come funzione del solo parametro min(n,k), cioè:  

T(min(n,k))=…T(min(n,k)-j)+j((1)=((min(n,k)).

Osservando che k non può superare n+1, ma che in generale è più piccolo di n, e trascurando il +1 (cosa non restrittiva, visto che stiamo parlando di limite asintotico), possiamo assumere che min(n,k)=k e che, quindi, la complessità dell’algoritmo sia ((k). Questo è in accordo con l’intuizione che, se devo inserire un elemento in una certa posizione k, nonostante la lista sia lunghissima, la complessità è dell’ordine di k.
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