ESERCIZI RAGIONATI

La seguente raccolta di esercizi risolti si propone, differentemente da tutte le altre, di fornire una possibile linea di ragionamento con la quale affrontare gli esercizi d’esame. E’ per questo che per ogni esercizio vengono date soluzioni alternative, non tutte ugualmente efficienti, e – talvolta – soluzioni errate, in modo da evidenziare come operare la scelta di un approccio rispetto ad un altro. Pertanto, si sconsiglia fortemente di dare “solo un’occhiata” alla soluzione: si rischerebbe di guardare l’approccio errato senza accorgersene.

Per evidenziare dubbi o fare dei commenti, contattare la Dott.ssa Tiziana Calamoneri (calamo@di.uniroma1.it).

1. (dall’esame scritto del 14/06/2005)

Dato un array di n numeri reali, progettare un algoritmo efficiente rispetto al tempo ed allo spazio, che posizioni tutti gli elementi negativi prima di tutti gli elementi positivi.

Calcolare la complessità temporale e spaziale dell’algoritmo presentato.

SOLUZIONE.

Innanzi tutto, si assuma, senza perdere di generalità, che lo 0 non sia presente tra i reali in input (se c’è, invece di trattare elementi negativi e positivi, si possono trattare, ad esempio, elementi negativi e non negativi).

Si osservi ora che separare gli elementi positivi dai negativi equivale ad ordinare n numeri interi nel range [0,1]; si può quindi applicare una modifica dell’algoritmo di counting sort, come segue.

Sia A l’array di input e B l’array di output, entrambi di lunghezza n.

Funzione SeparaPositiviNegativi(A, B)

int pos = 1; neg = n;

FOR i = 1 TO n DO


IF A[i]>0 THEN 

B[pos] = A[i];

pos++;


ELSE 

B[neg] = A[i];

neg--;

Si osservi che non abbiamo bisogno del terzo array C, avendo solo due tipi di elementi e non essendoci richiesto di mantenere l’ordinamento dato in input; infatti, l’algoritmo proposto posiziona gli elementi positivi nell’ordine dato e gli elementi negativi nell’ordine inverso.

La complessità temporale di questo algoritmo è, ovviamente, lineare in n, visto che il suo pseudocodice è costituito da un ciclo FOR che esegue operazioni costanti ad ogni iterazione. La complessità spaziale è anch’essa lineare in n, visto che l’lagoritmo utilizza, oltre al vettore di input A, un vettore ausiliario B di lunghezza n e tre contatori.

Un altro modo di procedere viene dall’osservazione che la suddivisione tra positivi e negativi può essere considerata come il risultato della procedura PARTITION, dove la soglia sia settata a 0.

In tal caso si può procedere come segue:

Funzione SeparaPositiviNegativi2(A)

i = 1; j = n;

WHILE (i < j)
WHILE (A[i]>0 AND i < j) DO



i++;

WHILE (A[j]<0 AND i < j) DO



j--;


SWAP(A[i], A[j]);


i++; j--;

Anche questa funzione ha complessità temporale lineare in n, infatti i due indici i e j permettono di scorrere una sola volta il vettore.

La complessità spaziale è, anch’essa lineare in n, poiché l’input è di dimensione n. Tuttavia, si osservi che – se non consideriamo il vettore di input – la prima soluzione richiede uno spazio aggiuntivo O(n), mentre la seconda O(1). Se ne conclude che, ai fini dell’efficienza richiesta, la seconda versione è lievemente da preferirsi rispetto alla prima.

2. (dall’esame scritto del 14/06/2005)

Sia G un grafo con n nodi ed m archi. Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false e giustificare la propria risposta:

1. tutte le foreste generate da differenti visite in profondità hanno lo stesso numero di alberi;

2. tutte le foreste generate da differenti visite in profondità hanno lo stesso numero di spigoli dell’albero e lo stesso numero di spigoli all’indietro.

SOLUZIONE.

Si ricordi che, dato un grafo G con k componenti connesse, qualsiasi foresta ricoprente (che sia generata da una visita in profondità o no) è formata esattamente da k alberi, uno per ciascuna componente connessa. Da questa semplice osservazione si deduce che la risposta al primo quesito è affermativa.

Anche la risposta al secondo quesito è affermativa; infatti ogni albero con a nodi ha a-1 spigoli, ed ogni foresta di k alberi con n nodi ha n-k spigoli. Pertanto il numero di spigoli dell’albero è uguale per tutte le foreste (sia quelle generate da visita in profondità che le altre). Per quanto riguarda gli spigoli all’indietro, si ricordi che una visita in profondità non produce spigoli di attraversamento, e quindi tutti gli spigoli non dell’albero sono all’indietro; ne consegue che tutte le foreste generate da differenti visite in profondità hanno m-(n-1) spigoli all’indietro.

Concludendo, mentre le proprietà descritte dalla prima affermazione e dalla parte della seconda affermazione riguardante gli spigoli dell’albero sono proprietà valide per tutti gli alberi ricoprenti, indipendentemente dal fatto che essi scaturiscano da una visita in profondità o no, la proprietà sugli archi all’indietro relativa alla seconda affermazione si basa pesantemente sulle proprietà degli alberi generati da visita in profondità.

3. (dall’esame scritto del 14/06/2005)

Dato un array A di n interi scrivere una funzione C che, usando il paradigma del “divide et impera” restituisce il massimo ed il minimo di A in tempo O(n). Verificare tale complessità tramite l’impostazione e la risoluzione di un’equazione di ricorrenza.

SOLUZIONE.

Cominciamo col fare qualche osservazione: il metodo del “divide et impera”, incontrato spesso in molti algoritmi noti (ad esempio nel Merge Sort) si basa sull’idea di ridurre il problema dato, di dimensione n, a due o più problemi di dimensione inferiore; per sua natura è quindi un metodo basato sulla ricorsione. L’idea di produrre un algoritmo ricorsivo dovrebbe essere anche suggerita dal fatto che si chiede di calcolare la complessità tramite equazione di ricorrenza.

L’unica scelta che si deve fare è dunque quella di decidere come suddividere il problema in due sottoproblemi. Le uniche possibilità sensate sono le seguenti:

1. calcolare ricorsivamente il massimo ed il minimo nei due sottovettori destro e sinistro di dimensione n/2, confrontare poi i due massimi ed i due minimi dando in output il massimo e minimo globali;

2. calcolare ricorsivamente il massimo ed il minimo del sottovettore di dimensione n-1 ottenuto eliminando il primo (o l’ultimo) elemento, confrontare poi il massimo ed il minimo ottenuti con l’elemento eliminato dando in output il massimo e minimo globali.

Per comprendere quale dei due approcci sia migliore, proviamo a calcolarne la complessità. 

Per quanto riguarda il primo metodo, il tempo di esecuzione su un input di n elementi T(n) è pari al tempo di esecuzione dello stesso algoritmo su ciascuno dei due sottovettori di n/2 elementi, più il tempo necessario per confrontare i due massimi ed i due minimi; il caso base si ha quando i sottovettori sono di dimensione 1, per cui il massimo ed il minimo coincidono, e l’unica operazione da fare è quella di confrontare tra loro massimi e minimi per dare in output i valori globali. L’equazione di ricorrenza è dunque:


T(n)=2T(n/2)+((1)


T(1)=((1)
Risolvendo questa equazione con il metodo iterativo (ma si può fare anche con il metodo dell’albero), si ottiene T(n)=22T(n/22)+((1)+((1)=23T(n/23)+((1)+((1)+((1)=…=2k+T(n/2k)+k((1).

 Procediamo fino a quando n/2k non sia uguale ad 1 e cioè fino a quando k=log n. In tal caso, sostituendo nell’espressione di T(n) e sfruttando il caso base si ha: T(n)=n+((1)+log n ((1)=((n).

Studiamo ora il secondo approccio: il tempo di esecuzione dell’algoritmo du un input di n elementi, T(n) è pari al tempo di esecuzione dello stesso algoritmo su n-1 elementi più il tempo per confrontare l’elemento eliminato con il massimo ed il minimo trovati; anche qui il passo base si ha quando n=1 e cioè quando massimo e minimo coincidono. L’equazione di ricorrenza allora diventa:


T(n)=T(n-1)+((1)


T(1)=((1)

Anche questa equazione si può risolvere con il metodo iterativo ottenendo T(n)=T(n-1)+((1)=T(n-2)+((1)+((1)=…T(n-k)+k((1).

Procediamo fino a quando n-k=1 cioè fino a quando k=n-1 e sostituiamo nell’equazione: T(n)=T(1)+(n-1)((1)=((n) se si tiene conto del caso base.

Deduciamo dai precedenti ragionamenti che entrambi i metodi sono ugualmente corretti ed efficienti, pertanto si può procedere (solo ora!) all’implementazione in C, che è lasciata al lettore.

4. (dall’esame scritto del 12/12/2003)

Siano dati due alberi binari di ricerca: B1 con n1 nodi ed altezza h1, e B2 con n2 nodi ed altezza h2. Assumendo che tutti gli elementi in B1 siano minori di quelli in B2, descrivere un algoritmo A che fonda gli alberi B1 e B2 in un unico albero binario di ricerca B di n1 + n2 nodi.

Determinare l’altezza dell’albero B e la complessità computazionale di A.

SOLUZIONE.

La prima idea che si può provare a perseguire è quella di inserire nell’albero con il maggior numero di nodi (senza perdere di generalità sia esso B1) i nodi dell’altro albero uno ad uno. Sapendo che l’operazione di inserimento in un albero binario di ricerca ha una complessità temporale dell’ordine dell’altezza dell’albero si ha, nel caso peggiore, che la complessità è (h1)+O(h1+1)+…O(h1+n2)= n2(h1)+O(1+2+…+n2). Poiché nel caso peggiore (h1)=O(n1) ed O(1+2+…+n2)=O(n22), si ottiene che la complessità di questo approccio è O(n1n2) + O(n22) = O(n1n2), essendo per ipotesi n1>n2. Tuttavia, questa soluzione non utilizza l’ipotesi che tutti gli elementi di B1 siano minori di quelli di B2. Per tentare di sfruttare questa ipotesi (è buona norma tenere presente che se un’ipotesi c’è allora serve a qualcosa!) possiamo pensare di appendere l’intero albero B1 come figlio sinistro del minimo di B2. Questo si può sempre fare facilmente perché il minimo di un albero binario di ricerca è per definizione il nodo più a sinistra che non possiede figlio sinistro, pertanto è sufficiente settare un puntatore sulla radice di B2, scendere verso il figlio sinistro finché esso esista e, giunti all’ultimo nodo (che è il minimo), agganciare a sinistra la radice di B1. Osserviamo che questo procedimento è corretto perché un albero binario di ricerca NON è necessariamente bilanciato, e quindi poco importa che l’altezza dell’albero risultante possa diventare O(h1+h2). La complessità di questo approccio è dominata dalla complessità della ricerca del massimo cioè da O(h1) ed è, pertanto, da preferirsi al primo metodo proposto.

5. (dall’esame scritto dell’11/07/2005)

Dati due insiemi di interi A=(a1, a2, …, an( e B=(b1, b2, …, bm(, sia C la loro intersezione, ovvero l’insieme degli elementi contenuti sia in A che in B.

Si discuta, confrontandola, la complessità computazionale dei seguenti due approcci al problema:

· applicare un algoritmo “naive” che confronta elemento per elemento;

· applicare un algoritmo che prima ordina gli elementi di A e B.

SOLUZIONE.

La soluzione “naive” è la prima e più semplice che viene in mente: per ogni elemento di A (cioè FOR un certo indice i che va da 1 ad n) si scorre B (cioè FOR un certo altro indice j che va da 1 ad m) per vedere se l’elemento ai è presente o no. Ne segue che la complessità di questo approccio è O(nm). Scriviamo O e non  perché, mentre il ciclo FOR i viene eseguito completamente, il ciclo FOR j si interrompe appena l’elemento ai è uguale all’elemento bj. Pertanto, nel caso migliore, in cui tutti gli elementi di A sono uguali tra loro ed al primo elemento di B la complessità è (n), ma nel caso peggiore, in cui l’intersezione è vuota, la complessità è (nm). Tra l’altro, l’analisi del caso migliore fa venire in mente che una trattazione a parte meriterebbe il caso della duplicazione degli elementi; esso si risolve facilmente ricordando che un insieme, per definizione, non ammette ripetizioni al suo interno, e quindi dobbiamo considerare gli ai tutti distinti tra loro, così come i bi. Ne discende che il caso migliore presentato non è ammissibile, ma questo non cambia la complessità del caso peggiore.

Consideriamo ora il secondo approccio: si ordinino gli insiemi A e B in modo crescente, e poi si confrontino alla maniera, per capirsi, dell’operazione Merge del merge-sort (si pongano un indice i all’inizio di A e un indice j all’inizio di B; si confronti A[i] con B[j]: se essi sono uguali l’elemento si inserisce in C e si incrementano sia i che j, se A[i] è minore si incrementa i, se B[j] è minore si incrementa j e si ripeta dal confronto finché non si raggiunga la fine di uno dei due vettori). La complessità T(n,m) di questo approccio deve tener conto della complessità dell’ordinamento e della complessità del confronto, e pertanto è pari a (n log n)+(m log m)+(max(n,m)); se assumiamo, senza perdere di generalità, che n>m si ha che T(n,m)=(n log n)+(n)=(n log n). Se possiamo fare alcune ipotesi sugli elementi di A e di B, in modo da poter applicare uno degli algoritmi di ordinamento lineari, la complessità si abbassa ulteriormente a (n).

6. (dall’esame scritto del 9/06/2003)

Sia dato un albero binario completo con n nodi, radicato al nodo puntato dal puntatore r. Calcolare la complessità computazionale della seguente funzione, in funzione di n:

link Funzione(link r)

int fogliasx,fogliadx; link r1;

{

1.
if (!r->fsin) && (!r->fdes)

2.

return r

3.
else {

4.

r1=r;

5.

while (r1->fsin) do

6.


r1=r1->fsin;

7.

fogliasx=r1->dato;

8.

r1=r;

9.

while (r1->fdes) do

10.

r1=r1->fdes;

11.
fogliadx=r1->dato;

12.
if (fogliasx<fogliadx) return Funzione(r->fsin)

13.
else return Funzione(r->fdes);

14.}

}

SOLUZIONE.

La funzione è ricorsiva e pertanto dobbiamo trovare un’equazione di ricorrenza in funzione di n; la complessità si ottiene sommando i contributi delle varie istruzioni:

· le linee 1. e 2. rappresentano il caso base, che costa (1);

· le linee 4., 7., 8. e 11. costano anch’esse (1);

· i cicli while delle linee 5. e 9. vengono ripetuti un certo numero di volte indefinto tra 1 e l’altezza dell’albero, infatti il primo ciclo si interrompe quando il nodo non ha figlio sinistro ed il secondo ciclo quando il nodo non ha figlio destro;

· le linee 12. e 13. sono chiamate ricorsive e quindi la loro complessità si dovrà scrivere come T() con un opportuno valore tra le parentesi, ma quale? Quanti nodi hanno i sottoalberi radicati ai figli sinistro e destro della radice? Possiamo dire che hanno k ed n-1-k nodi rispettivamente.

In totale otteniamo: T(n)=(1)+v1(1)+v2(1)+max(T(k), T(n-k)) dove v1 e v2 sono il numero di volte in cui vengono ripetuti i cicli delle linee 5. e 9.. Arrivati qui, non sappiamo come procedere, se non sostituendo a v1 e v2 l’altezza dell’albero, che ne è una limitazione superiore. Ma quanto vale l’altezza? un valore indefinito tra log n ed n, e questo significa che dobbiamo anche qui sostituire ad h la sua limitazione superiore n. Viste tutte queste approssimazioni che siamo costretti a fare, dovrebbe venire il dubbio di aver tralasciato qualcosa. Rileggendo con attenzione il testo, si osservi che l’albero in input è binario e COMPLETO. Questa ipotesi di cui non ci siamo interessati prima risolove numerosi problemi, infatti:

· tutti i nodi privi di figlio sinistro (ed anche di figlio destro) sono ad altezza log n, pertanto i due cicli alle linee 5. e 9. vengono ripetuti esattamente log n volte ciascuno;

· diventa facile calcolare max(T(k), T(n-k)): tanto il sottoalbero sinistro che quello destro contengono esattamente (n-1)/2 nodi ciascuno.

L’equazione di ricorrenza diventa allora:

T(n)=(1)+(log n)+ T(n/2)= (log n)+ T(n/2

T(1)=(1)

Risolvendo per iterazione si ha:

T(n)=(log n)+(log n/2)+ T(n/22)=

=…=i=0..k-1 (log n/2i)+ T(n/2k)=

=…(si procede fino a quando (n/2k=1 e cioè fino a quando k=log n)…=

=i=0..log n-1 (log n/2i)+ T(n/2log n)=

=i=0..log n-1 (log n)- i=0..log n-1 (log 2i)+T(1)=

= (log 2 n)-i=0..log n-1 i (log 2)+(1)=
= (log 2 n)- (log 2)i=0..log n-1 i=

= (log 2 n)- (log 2 n) = (log 2 n)

7. (dall’esonero del 8/6/2004)

Dato un heap H di n elementi, descrivere a parole l’algoritmo che cancella un prefissato nodo e riaggiusta l’heap risultante di n-1 elementi.

Valutare la complessità dell’algoritmo presentato.

SOLUZIONE.

Il problema si scomplone in due parti: la prima consiste nel cercare l’elemento da eliminare, e l’altra nel cancellarlo e ripristinare l’heap.

L’elemento i da eliminare può essere inteso come l’elemento di posizione i oppure l’elemento di chiave i. Nel primo caso l’individuazione dell’elemento richiede tempo costante (l’elemento è H[i]), nel secondo bisogna effettuare una ricerca, che può richiedere anche tempo lineare in n, cioè O(n).

Una volta noto l’elemento, sia esso H[x], è possibile eliminarlo apparentemente in molti modi:

· si può portare verso le foglie l’elemento da cancellare scambiandolo con il maggiore dei suoi figli; una volta che l’elemento ha raggiunto le foglie, si elimina semplicemente; questo algoritmo e’ errato perche’ un heap è un albero binario completo o quasi completo e questo approccio può far perdere questa proprietà; 
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· si può shiftare tutti gli elementi H[x+1], H[x+2], …, H[n] di una posizione verso sinistra e poi riaggiustare l’heap, ma questa tecnica, seppure formalmente corretta risulta essere troppo costosa in termini di tempo, in fatti lo shift a sinistra provoca un disallineamento dei figli rispetto ai padri per cui nessun nodo è garantito mantenere la proprietà dell’heap, che – per essere aggiustato – deve essere interamente ricostruito;
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· si può scambiare H[x] con H[n], cioè con la foglia più a sinistra, eliminare tale foglia e riaggiustare l’heap risultante. Per fare ciò, bisogna confrontare il nuovo H[x] con il maggiore dei suoi figli; se H[x] risulta minore, si può applicare la funzione di aggiustamento dell’heap top-down; se H[x] sembra in posizione corretta rispetto ai suoi figli, non è ancora detto che l’heap sia corretto, bisogna infatti confrontarlo con il padre, se questo è minore di H[x] si deve procedere all’aggiustamento bottom-up.
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Se escludiamo la ricerca del nodo, l’algoritmo di cancellazione e riaggiustamento ha una complessità pari al massimo tra la complessità dell’aggiustamento top-down e di quello bottom-up. Poiché entrambi si possono eseguire in tempo O(log n), ne consegure che O(log n) è proprio la complessità dell’algoritmo presentato.

