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Macchine Parallele

L’idea di base del calcolo parallelo consiste nel fatto che diversi processori cooperino
nella soluzione di un singolo problema. Il motivo che spinge ad occuparsi di calcolo
parallelo è proprio il tentativo di velocizzare il calcolo della soluzione di problemi
computazionali. Intuitivamente si potrebbe pensare che, se un processore impiega un
tempo t per eseguire un compito, allora p processori possono ultimare lo stesso calcolo
in un tempo t/p. In realtà soltanto in casi molto particolari questo “incremento di
velocità” può essere raggiunto, e comunque è compito del programmatore progettare
l’algoritmo in modo da ottenere il massimo beneficio dalla particolare architettura
multi-processore che ha a disposizione.

Definizione 1 Una macchina parallela è un’insieme di processori, tipicamente del-
lo stesso tipo, interconnessi tra loro in modo tale da consentire il coordinamento delle
attività e lo scambio dei dati.

A seconda di come sono realizzate tali interconnessioni, si definisce

Definizione 2 Un algoritmo parallelo è un metodo di soluzione per un dato pro-
blema pensato per essere eseguito su una particolare macchina parallela.

1.1 Classificazione di Flynn

Esiste una classificazione delle macchine parallele, dovuta a Flynn, che le distingue
in 4 categorie in base ai tipi dei flussi di dati e di istruzioni:

SISD (Single Instruction Single Data): Un’unica unità controlla l’unico flusso d’i-
struzioni che lavora su di un solo flusso di dati.

Figura 1.1: Macchina SISD

Esempi di macchine SISD sono la Macchina di Von Neumann e la RAM (Ran-
dom Access Machine), che astrae tutti i modelli di macchine sequenziali reali.

MISD (Multiple Instruction Single Data): Un flusso d’istruzioni distinto per ogni
processore che lavora su di un unico flusso di dati proveniente dalla memoria.
Praticamente ogni processore tramite la propria Control Unit, esegue il suo

9



1.1. CLASSIFICAZIONE DI FLYNN

Figura 1.2: Macchina MISD

programma simultaneamente agli altri sugli stessi dati.
Ad esempio nel riconoscimento di diverse categorie di oggetti possiamo utilizzare
più processori, che contengono programmi diversi. Un’applicazione pratica può
essere lo scandaglio di una nave: un’unica foto viene elaborata da più processi
ognuno dei quali è in grado di riconoscere qualcosa di particolare. Ciascun
processore esegue quindi il proprio programma per analizzare la foto.

SIMD (Single Instruction Multiple Data): Un unico flusso d’istruzioni che lavora su
più flussi di dati. In sostanza si tratta di una serie di processori dotati di una
memoria locale comandati da una sola Control Unit e capaci di comunicare tra
loro o tramite una Memoria Condivisa o tramite una Rete di Interconnessione
che in sostanza forniscono distinti flussi di dati ai processori, mentre la CU
distribuisce il flusso di istruzioni ai vari processori.

Dati 1

Istruzioni

Memoria

Controllo

Processore 1 Processore 2 Processore n

Dati 2 Dati n

. . . . . . . . . . . . .

Figura 1.3: Macchina SIMD

È questo il modello a cui faremo riferimento in seguito parlando di macchine
parallele poiché per noi è poco significativo che i processori abbiano istruzioni
distinte.
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Macchine Parallele

MIMD (Multiple Instruction Multiple Data): È il modello più generale e prevede
più flussi di istruzioni e più flussi di dati. Ovvero abbiamo un numero qualsiasi
di processori capaci di lavorare ciascuno su un distinto flusso di dati ad esso as-
sociato. Ogni processo è dotato di una propria Control Unit e quindi è possibile
eseguire programmi diversi in contemporanea.

Figura 1.4: Macchina MIMD

A questa categoria appartengono anche i modelli per il calcolo distribuito nei
quali la connessione tra i diversi processori avviene tramite una rete o una linea
telefonica.

Come la RAM (Random Access Machine) costituisce il modello teorico di base
del calcolo sequenziale, cos̀ı le macchine parallele vengono modellate dalla P-RAM
(Parallel Random Access Machine), che rappresenta per molti versi una generalizza-
zione della RAM.
Nella P-RAM si hanno a disposizione N processori, ognuno dotato di una propria
Control Unit e di una memoria locale.
Bisogna fare una distinzione sul modo in cui i processori comunicano tra di loro:

• tramite una memoria condivisa

• tramite una rete di interconnessione

Il primo è un modello teorico e il tempo di comunicazione si assume costante. Nel
secondo il tempo di comunicazione dipende dalla tipologia di interconnessione della
rete. Quindi la progettazione di un algoritmo parallelo deve tener conto del tipo di
P-RAM in questione.

1.2 Memoria Condivisa

Il flusso dei dati di cui ha bisogno un processore proviene da una memoria condivisa
sulla quale ogni processore può accedere in lettura o in scrittura. Poiché più proces-
sori nello stesso istante potrebbero operare sulla stessa porzione di memoria bisogna
considerare i ben noti problemi di concorrenza.
Distinguiamo quattro modelli in base alle possibilità di accesso simultaneo.
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1.3. SIMULAZIONI

EREW (Exclusive-Read / Exclusive-Write): Accesso esclusivo alla memoria. Non
è possibile che due o più processori accedano contemporaneamente, in lettura
o in scrittura, alla stessa cella di memoria, quindi una richiesta contemporanea
va sequenzializzata.

CREW (Concurrent-Read / Exclusive-Write): Sono permesse letture concorrenti,
ma non scritture concorrenti.

ERCW (Exclusive-Read / Concurrent Write): È possibile che più processori scrivano
contemporaneamente il contenuto di una cella, ma la lettura rimane esclusiva.

CRCW (Concurrent-Read / Concurrent-Write): Sono permesse sia letture che scrit-
ture multiple simultanee.

E’ necessario fare alcune considerazioni. Mentre permettere letture multiple con-
correnti non crea nessuna ambiguità, pensare alla possibilità che più processori possa-
no scrivere informazioni potenzialmente diverse nello stesso istante nella stessa cella
di memoria, pone il problema di come determinare in modo univoco il contenuto della
cella di memoria al termine di una operazione di scrittura. Perché ciò sia possibile,
si utilizzano di norma delle regole che tutti i processori sono tenuti a rispettare. I
conflitti di scrittura vengono cioè risolti tramite opportune convenzioni:

CW comune: la scrittura è permessa solo se tutti i processori cercano di scrivere la
stessa informazione nella locazione di memoria in questione, altrimenti il valore
della locazione resta invariato;

CW arbitraria: la scrittura è permessa solo ad un processore, scelto arbitrariamente
tra quelli in conflitto;

CW a priorità: si assegna ad ogni processore una priorità. Un esempio di priorità
potrebbe essere l’indice del processore: si permette la scrittura solo a quello di
indice minimo (o massimo);

CW combinata: il risultato (il valore della locazione di memoria dopo la scrittura)
è una combinazione dei valori che i vari processori intendono scrivere, la combi-
nazione è tipicamente una funzione associativa e commutativa, come ad esempio
il massimo, il minimo, o la somma.

I modelli che permettono la concorrenza sono naturalmente più potenti di quelli
ad accesso esclusivo, ma la realizzazione pratica di tali macchine è problematica,
perché la complessità della gestione della concorrenza ne influenza negativamente le
prestazioni.

Il modello EREW è dunque il più realistico da adottare per la descrizione di
algoritmi paralleli, sebbene sia molto più debole degli altri, e implichi in genere
una maggiore complessità nella fase di programmazione, poiché un algoritmo per
questo modello deve essere progettato in modo da evitare ogni tentativo d’accesso
concorrente.

1.3 Simulazioni

Mostriamo di seguito come sia possibile simulare un modello CRCW con un modello
EREW, pagando un aumento delle richieste di spazio e di tempo.

12



Macchine Parallele

1.3.1 Simulazione di CR con ER

Un’istruzione di lettura concorrente di una P-RAM CR in cui N processori leggono
da una medesima locazione di memoria può essere implementata su una P-RAM ER
per essere eseguita in tempo O(logN) sequenzializzando le letture (algoritmo 1).

Prendiamo N processori P1, P2, P3, . . . PN che vogliano leggere il contenuto x della
cella di memoria I e siano:

• L una locazione nella memoria locale di ogni processore

• A un vettore ausiliario di lunghezza N nella memoria condivisa

Passo 1
P1 :

L← x
A[1]←− L

Passo 2
for i = 0 to (log N − 1) do

for j = 2i + 1 to 2i+1 pardo
Pj :

L← A[j − 2i]
A[j]← L

end for
end for

Algoritmo 1: Simulazione CR −→ ER

Al Passo 1 lavora, in tempo costante, il solo processore P1 che legge la cella I e
scrive l’informazione nella prima posizione del vettore A.

Ad ogni iterazione del Passo 2 il for più interno ci dice quali processori devono
lavorare parallelamente. Ognuno di questi processori legge l’informazione da una
cella di A e le scrive in un’altra. I processori lavorano quindi in parallelo e in tempo
costante. Vediamo nelle figure 1.5-1.9 un esempio con 8 processori.

Figura 1.5: Simulazione CR −→ ER: Situazione iniziale

Quindi dopo log N iterazioni del Passo 2 ogni cella del vettore A contiene il valore
x. Dal momento che il Passo 1 è eseguito in tempo costante, cos̀ı come il ciclo for più
interno, e il ciclo for più esterno itera per log N volte, la complessità dell’algoritmo è
O(log N).

La simulazione di CR con ER è nota come Trasmissione(Broadcast) dell’informa-
zione perché l’informazione x è distribuita a tutti gli N processori.

13



1.3. SIMULAZIONI

Figura 1.6: Simulazione CR −→ ER: Passo 1

Figura 1.7: Simulazione CR −→ ER : Passo 2 - iterazione 1

Figura 1.8: Simulazione CR −→ ER : Passo 2 - iterazione 2

Figura 1.9: Simulaizone CR −→ ER : Passo 2 - iterazione 3

1.3.2 Caso Generale

Si può estendere la simulazione al caso più generale in cui N processori eseguano un
accesso concorrente alla memoria condivisa, ma non necessariamente tutti tentino di
leggere la stessa locazione di memoria.
Prendiamo N processori P1, P2, P3, . . . , PN , che vogliano leggere il contenuto di k
celle di memoria. Sia li la locazione della memoria condivisa da cui il processore Pi

intende leggere, con i = 1, 2, . . . N e siano:

• M un vettore di coppie (locazione,indice) di lunghezza N in memoria condivisa

• Blocco[1...N] un vettore di interi in memoria condivisa

• Attivo[1...N] un vettore di booleani in memoria condivisa

• A[1...N] un vettore d’appoggio in memoria condivisa

14



Macchine Parallele

• (j1, k1) e (j2, k2) registri di ogni processore

Ogni processore Pi scrive in M[i] la locazione di memoria dalla quale vuole leg-
gere il proprio indice per poter ricevere in seguito l’informazione. Il vettore M viene
ordinato e suddiviso in blocchi, per poi attivare una lettura esclusiva in memoria per
ogni blocco; l’algoritmo termina con l’esecuzione di un broadcast opportunamente
modificato, effettuato in parallelo (algoritmo 2).

Al Passo 1 viene inizializzato il vettore M. Ogni processore Pi scrive la locazione
a cui vuole accedere e il proprio indice in M[i]. Questo passo è eseguito in tempo
costante.

Al Passo 2 il vettore M viene ordinato con un’algoritmo di ordinamento stabile1

rispetto al valore locazione(la stabilità ci permette di non dover ordinare anche rispetto
all’indice). L’operazione può essere effettuata in un tempo O(logN) [10].

Al Passo 3 il processore P1 è sicuramente candidato a leggere, essendo il primo
di un blocco, e quindi inizializza Blocco[1] a 1 e Attivo[1] a True, memorizza il
valore contenuto in M[1] nei propri registri (j,k) e scrive in A[1] il contenuto della
locazione j. Ogni altro processore Pj esegue queste operazioni solo se è il primo di
ogni blocco, cioè se il processore con indice immediatamente più basso deve scrivere
in una locazione diversa dalla sua. Questo passo viene eseguito in tempo costante.

Al Passo 4 vengono eseguite le somme prefisse (§3.2) sul vettore Blocco, opera-
zione questa effettuata in tempo O(logN).

Il Passo 5 consiste in un ciclo che esegue materialmente il broadcast, in parallelo
per ogni blocco, facendo uso delle informazioni contenute nei vettori ausiliari. Ad ogni
iterazione del ciclo più interno, per ogni valore di i per cui ciclo Attivo[i]=True,
il processore Pi effettua una copia del valore A[i] in una nuova locazione usando la
tecnica di broadcast vista nell’algoritmo 1, effettuando però i dovuti controlli, che
impediscono di invadere lo spazio di un’altro blocco e di eccedere le dimensioni del
vettore. Questo passo è effettuato in tempo O(logN).

Al Passo 6 viene effettuata la lettura in parallelo del vettore A.
Vediamo un’esempio con 6 processori:

proc. loc. indice
P1 8 1
P2 3 2
P3 3 3
P4 10 4
P5 8 5
P6 3 6

Blocco Attivo M A
Memoria
loc. val.
3 x
8 y
10 z

Figura 1.10: Esempio Broadcast: situazione iniziale

1.3.3 Simulazione di CW con EW (CW comune)

Un’istruzione di scrittura concorrente di una P-RAM CW comune, in cui N processori
scrivono in una medesima locazione di memoria può essere implementata su una P-
RAM EW per essere eseguita in tempo O(log N).

1Un algoritmo di ordinamento si dice stabile quando elementi con uguale valore della chiave
appaiono nella sequenza risualtante nello stesso ordine in cui comparivano nella sequenza originaria.
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Passo 1
for i = 1 to N pardo

Pi :
M [i]← (li, i)

end for
Passo 2

ordina stabilmente M rispetto ad li (i valori i sono presi nell’ordine in cui si
trovano)

Passo 3
for i = 1 to N pardo

P1 :
Blocco[1]← 1
Attivo[1]← True
(j1, k1)←M [1]
A[1]← contenuto della locazione di memoria j1

Pi :
(j1, k1)←M [i]
(j2, k2)←M [i− 1]
if j1 6= j2 then

Blocco[i]← 1
Attivo[i]← True
A[i]← contenuto della locazione di memoria j1

else
Blocco[i]← 0
Attivo[i]← False

end if
end for

Passo 4
esegui le somme prefisse sul vettore Blocco

Passo 5
for k = 0 to log N − 1 do

for i = 1 to N pardo
Pi :

if Attivo[i] = True then
if i + 2k ≤ N ∧Blocco[i] = Blocco[i + 2k] then

A[i + 2k]←− A[i]
Attivo[i + 2k]←− True

else
Attivo[i]←− False

end if
end if

end for
end for
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Passo 6
for i = 1 to N pardo

Pi :
(j1, k1)←M [i]

Pk :
legge A[i]

end for
Algoritmo 2: Simulazione CR −→ ER Broadcast

proc. loc. indice
P1 8 1
P2 3 2
P3 3 3
P4 10 4
P5 8 5
P6 3 6

Blocco Attivo M
(8, 1)
(3, 2)
(3, 3)
(10, 4)
(8, 5)
(3, 6)

A

Figura 1.11: Esempio Broadcast: Passo 1 - inizializzazione

proc. loc. indice
P1 8 1
P2 3 2
P3 3 3
P4 10 4
P5 8 5
P6 3 6

Blocco Attivo M
(3, 2)
(3, 3)
(3, 6)
(8, 1)
(8, 5)
(10, 4)

A

Figura 1.12: Esempio Broadcast: Passo 2 - ordinamento

proc. loc. indice
P1 8 1
P2 3 2
P3 3 3
P4 10 4
P5 8 5
P6 3 6

Blocco
1
0
0
1
0
1

Attivo
True
False
False
True
False
True

M
(3, 2)
(3, 3)
(3, 6)
(8, 1)
(8, 5)
(10, 4)

A
x

y

z

Figura 1.13: Esempio Broadcast: Passo 3
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proc. loc. indice
P1 8 1
P2 3 2
P3 3 3
P4 10 4
P5 8 5
P6 3 6

Blocco
1
1
1
2
2
3

Attivo
True
False
False
True
False
True

M
(3, 2)
(3, 3)
(3, 6)
(8, 1)
(8, 5)
(10, 4)

A
x

y

z

Figura 1.14: Esempio Broadcast: Passo 4

proc. loc. indice
P1 8 1
P2 3 2
P3 3 3
P4 10 4
P5 8 5
P6 3 6

Blocco
1
1
1
2
2
3

Attivo
True
False
False
True
False
True

M
(3, 2)
(3, 3)
(3, 6)
(8, 1)
(8, 5)
(10, 4)

A
x
x

y
y
z

Figura 1.15: Esempio Broadcast: Passo 5 - iterazione 1

proc. loc. indice
P1 8 1
P2 3 2
P3 3 3
P4 10 4
P5 8 5
P6 3 6

Blocco
1
1
1
2
2
3

Attivo
True
False
False
True
False
True

M
(3, 2)
(3, 3)
(3, 6)
(8, 1)
(8, 5)
(10, 4)

A
x
x
x
y
y
z

Figura 1.16: Esempio Broadcast: Passo 5 - iterazione 2
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Ricordando che il modello CW comune permette la scrittura solo se tutti i processori
cercano di scrivere lo stesso valore, vediamo l’algoritmo di simulazione (algoritmo 3).

Prendiamo N processori P1, P2, P3, . . . PN che richiedono di scrivere nella stes-
sa locazione di memoria R rispettivamente i valori a1 = a2 = a3 = . . . = aN; abbiamo
bisogno di due vettori ausiliari nella memoria condivisa di lunghezza N :

• A contiene l’informazione che ogni processore vuole andare a scrivere;

• B un vettore di booleani inizializzato a True.

Passo 0
for i = 1 to N pardo

Pi :
B[i]← True
A[i]← ai

end for
Passo 1

for i = 1 to log N do
for j = 1 to N/2i pardo

Pj :
if (B[j] 6= True ∨B[j + N/2i] 6= True ∨A[j] 6= A[j + N/2i]) then

B[j]← False
end if

end for
end for

Passo 2
if B[1] = True then

P1 :
R← a1

end if
Algoritmo 3: Simulazione CW −→ EW (CW comune)

Il Passo 0 è il passo di inizializzazione dei vettori, ogni processore scrive in tem-
po costante, O(1), la propria informazione nella relativa posizione del vettore A e
inizializza a True la propria posizione nel vettore B.

Al Passo 1 lavorano solo i processori con indice minore di N/2i. Ogni processore
confronta la propria informazione con quella del processore che dista da lui N/2i: se
sono diverse mette a False la propria posizione in B. Alla fine di questo passo, se le
informazioni da scrivere sono tutte uguali, nella posizione 1 del vettore B è contenuto
il valore True, altrimenti c’è False. Il tempo è dettato dal ciclo più esterno, quindi è
O(log N).

Al Passo 2 se le informazioni sono tutte uguali il primo processore è l’unico che
scrive in R. Questo passo è eseguito in tempo costante.

Nelle figure 1.17 - 1.21 vediamo un esempio con 8 processori.

1.3.4 Simulazione di CW con EW (CW combinata)

Prendiamo N processori P1, P2, P3, . . . PN che richiedano di scrivere nella stessa loca-
zione di memoria R rispettivamente i valori a1, a2, a3, . . . , aN; abbiamo bisogno di un
vettore ausiliario nella memoria condivisa di lunghezza N (algoritmo 4):
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R A

P
1

P
6

P
3

P
4

P
5

P
7

P
8

P
2

1 63 4 5 7 82

B

Figura 1.17: Simulazione CW −→ EW (comune)

R A

P
1

P
6

P
3

P
4

P
5

P
7

P
8

P
2

1 63 4 5 7 82

B T TT T T T TT

1 01 0 1 1 11

Figura 1.18: Simulazione CW −→ EW (comune) : Passo 0

R A

P
1

P
6

P
3

P
4

P
5

P
7

P
8

P
2

1 63 4 5 7 82

B T TT F T T TF

1 01 0 1 1 11

Figura 1.19: Simulazione CW −→ EW (comune) : Passo 1 - iterazione 1

R A

P
1

P
6

P
3

P
4

P
5

P
7

P
8

P
2

1 63 4 5 7 82

B T TF F T T TF

1 01 0 1 1 11

Figura 1.20: Simulazione CW −→ EW (comune) : Passo 1 - iterazione 2

R A

P
1

P
6

P
3

P
4

P
5

P
7

P
8

P
2

1 63 4 5 7 82

B F TF F T T TF

1 01 0 1 1 11

Figura 1.21: Simulazione CW −→ EW (comune) : Passo 1 - iterazione 3
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• A contiene l’informazione che ogni processore vuole andare a scrivere.

Passo 0
for i = 1 to N pardo

Pi :
A[i]← ai

end for
Passo 1

for i = 1 to log N do
for j = 1 to N/2i pardo

Pj :
A[j]← max

(
A[j], A[j + N/2i]

)
end for

end for
Passo 2

P1 :
R← A[1]

Algoritmo 4: Simulazione CW −→ EW (CW combinata)

Il Passo 0 è il passo di inizializzazione del vettore. Ogni processore scrive in
tempo costante, O(1), la propria informazione nella relativa posizione del vettore A.

Al Passo 1 lavorano solo i processori con indice minore di N/2i. Ogni processore
confronta la propria informazione con quella del processore che dista da lui N/2i e
scrive quella più grande nella relativa posizione del vettore A. Ad ogni iterazione di
questo passo si dimezza il numero di processori che lavorano e alla fine il valore più
grande di tutti si troverà nella posizione 1 del vettore A. Il tempo è dettato dal ciclo
più esterno, quindi è O(log N).

Al Passo 2 il primo processore è l’unico che scrive in R. Questo passo è eseguito
in tempo costante.

L’estensione anche al caso del minimo o della somma è immediata. Facciamo un
esempio con 8 processori(figure 1.22 - 1.27).

Figura 1.22: Simulazione CW −→ EW (combinata)

1.3.5 Caso Generale o Concorrenza Distribuita

Si può estendere la simulazione al caso più generale in cui N processori eseguono un
accesso concorrente alla memoria condivisa, ma non necessariamente tutti accedono
alla stessa locazione di memoria.
Vediamo un algoritmo EREW che simula la scrittura concorrente, nel caso generico,
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Figura 1.23: Simulazione CW −→ EW (combinata): Passo 0

R A 4 1357 23 84 45 3439

1 63 4 5 7 82

P
1

P
6

P
3

P
4

P
5

P
7

P
8

P
2

R A 84 1357 34 84 45 3439

1 63 4 5 7 82

P
1

P
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P
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P
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P
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P
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P
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P
2

Confronto Scrittura

Figura 1.24: Simulazione CW −→ EW (combinata): Passo 1 - iterazione 1

R A 84 1357 34 84 45 3439

1 63 4 5 7 82
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Figura 1.25: Simulazione CW −→ EW (combinata): Passo 1 - iterazione 2

R A 84 1357 34 84 45 3439

1 63 4 5 7 82
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Figura 1.26: Simulazione CW −→ EW (combinata): Passo 1 - iterazione 3

R A 84 1357 34 84 45 3439

1 63 4 5 7 82
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P
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P
4

P
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P
8

P
2

84

Figura 1.27: Simulazione CW −→ EW (combinata): Passo 2
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in un tempo O(log N).

Prendiamo N processori P1, P2, P3, . . . PN che richiedono di scrivere nelle locazioni
di memoria l1, l2, . . . , lk con k ≤ n rispettivamente i valori a1, a2, a3, . . . , aN; abbiamo
bisogno di un vettore ausiliario nella memoria condivisa di lunghezza N . L’algoritmo
5 implementa la CW a priorità: per ogni blocco scrive il processore di indice più
basso.

• M contiene la coppia (locazione, informazione) che ogni processore vuole andare
a scrivere.

Passo 1
for i = 1 to N pardo

Pi :
M [i]← (li, ai)

end for
Passo 2

ordina stabilmente M rispetto ad li (i valori ai sono presi nell’ordine in cui si
trovano)

Passo 3
for i = 1 to N pardo

P1 :
(j, d)←M [1]
j ← d

Pi :
(j1, d1)←M [i]
(j2, d2)←M [i− 1]
if (j1 6= j2) then

j1 ← d1

end if
end for

Algoritmo 5: Simulazione CW −→ EW (caso generico)

Il Passo 1 è il passo di inizializzazione del vettore, ogni processore scrive in
tempo costante, O(1), la propria informazione e la locazione in cui intende scrivere
nella relativa posizione del vettore M.

Al Passo 2 ordinare stabilmente ha un costo O(log N).
Al Passo 3 vogliamo che per ogni blocco scriva il processore con indice più basso.

Il primo processore scrive sicuramente, gli altri confrontano il loro valore con il quello
precedente: se sono diversi scrive, altrimenti no2. Questo passo è eseguito in tempo
costante.

Vediamo nelle figure 1.28-1.31 un’esempio con 8 processori nel quale alla fine
saranno i processori P1, P2 e P5 i soli a scrivere in memoria.

2Non è detto che il generico processore Pi scriva secondo la coppia (li, ai) che aveva in par-
tenza, ma può benissimo scrivere secondo la coppia (lj, aj) ereditata da un’altro processore dopo
l’ordinamento stabile di A.
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processore posizione valore
P1 25 6
P2 12 5
P3 25 3
P4 6 9
P5 25 8
P6 12 4

locazione valore
6
12
25

Figura 1.28: Esempio caso generale: situazione iniziale

processore M
P1 25 6
P2 12 5
P3 25 3
P4 6 9
P5 25 8
P6 12 4

Figura 1.29: Esempio caso generale: Passo 1

processore M
P1 6 9
P2 12 5
P3 12 4
P4 25 6
P5 25 3
P6 25 8

Figura 1.30: Esempio caso generale: Passo 2

locazione valore
P1 −→ 6 9
P2 −→ 12 5
P5 −→ 25 6

Figura 1.31: Esempio caso generale: Passo 3

1.4 Rete di Interconnessione

La P-RAM a memoria condivisa è un modello computazionale estremamente potente
perché, come detto sopra, consente ad un numero qualsiasi di processori di accede-
re in qualsiasi istante celle di memoria condivisa contemporaneamente ed in tempo
costante.

E’ abbastanza intuitivo comprendere come questa possibilità sia estremamente dif-
ficile da garantire nella pratica, tanto che la P-RAM risulta effettivamente realizzabile
solo per un piccolo numero di processori.
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Un modello più realistico è quello che connette i processori tramite una rete di
interconnessione. In questo modo si ha una perdita di potenza computazionale per il
modello, che diventa più debole, ma anche più facilmente realizzabile.

E’ tuttavia importante notare che ogni algoritmo pensato per la P-RAM a me-
moria condivisa continua ad essere eseguibile su questi modelli più deboli, anche se al
costo di un numero di passi in più o di una maggiore occupazione di memoria.

Vediamo di seguito alcuni esempi di reti di interconnessione

1.4.1 Matrice

Si tratta di una rete bidimensionale in cui tutti i nodi hanno connettività 4, fatta
eccezione per quelli al bordo com’è possibile vedere in figura 1.32. È però possibile
collegare tra di loro i nodi sul bordo in modo tale da avere connettività uguale a
4 per tutti. Una matrice cos̀ı ottenuta è detta toroidale (figura 1.33). Si definisce
dimensione della matrice il numero di processori su una riga o su una colonna.

Figura 1.32: Matrice

Un caso particolare di matrice è rappresentato dal vettore lineare. A differenza
della matrice il vettore è una rete unidimensionale. In questo modo ogni processore
comunica direttamente solo con il precedente e il successivo (fatta eccezione per quelli
esterni) come si vede in figura 1.34, a meno che non sia circolare. Perciò un’informa-
zione che deve andare da un processore ad un’altro non adiacente deve attraversare
tutti i processori che stanno tra i due. Si definisce dimensione del vettore il numero
di processori che lo costituiscono.

1.4.2 n-cubo

E’una rete n-dimensionale con 2n processori etichettati da 0 a 2n − 1. Tale etichetta
è espressa da una sequenza binaria lunga n. Ogni processore comunica con n vicini le
cui etichette differiscono da quella del processore in questione esattamente per un bit
(figura 1.35). Un n-cubo si ottiene prendendo due (n − 1)-cubi, collegando tra loro
i processori con la stessa etichetta e rinominandoli in modo tale che non si violi la
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Figura 1.33: Matrice Toroidale

Figura 1.34: Vettore Lineare
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proprietà per cui le etichette dei processori vicini differiscono per un bit. Uno 0-cubo
è costituito da un solo processore (senza etichetta).

0-cubo

2-cubo

01

00

11

100

1

1-cubo

001

000

101

100

011

010

110

111

3-cubo

0001

0000

0101

0100

0011

0010

0110

1001

1000

1101

1100

1011

1010

1110

11110111 1111

4-cubo

Figura 1.35: costruzione di un 4-cubo

1.4.3 Albero

I processori vengono organizzati in una struttura gerarchica ad albero binario com-
pleto. Ogni processore è connesso ai suoi due figli al livello sottostante, e al padre al
livello superiore. La radice è un nodo senza padre, mentre le foglie sono nodi privi di
figli (figura 1.36). La scelta di una struttura bilanciata ci garantisce una profondità
logaritmica nel numero di foglie (o di nodi, poichè l’ordine di grandezza non cambia).
Rinunciando al bilanciamento si potrebbe degenerare verso un vettore lineare.

1.4.4 Shuffle

Le connessioni sono ottenute codificando in binario gli indici dei processori e connet-
tendo ogni nodo con i nodi il cui indice si ottiene spostando ciclicamente (shift) verso
sinistra di una posizione la codifica del nodo in esame. Oltre a queste connessioni, che
sono unidirezionali, a volte si aggiungono collegamenti bidirezionali tra tutti i nodi di
indice pari ed i loro successori. Una connessione di tipo shuffle è mostrata in figura
1.37.

1.4.5 Osservazioni finali

Com’è possibile notare, in questi esempi non è più vero che tutti i nodi sono in grado
di comunicare tra loro in tempo unitario, al contrario di quanto avveniva nella P-RAM
a memoria condivisa.

27



1.4. RETE DI INTERCONNESSIONE

Figura 1.36: Albero

Figura 1.37: Shuffle

28



Macchine Parallele

La profondità della struttura è particolarmente importante, poiché da essa di-
pende il tempo richiesto dalla rete per risolvere i problemi. In un modello a rete di
interconnessione infatti, come detto in precedenza, ogni nodo può comunicare diret-
tamente (cioè a distanza uno) solo con un sottoinsieme dei nodi della rete. Perché sia
possibile uno scambio di informazioni tra i nodi non adiacenti è pertanto necessaria
la collaborazione dei nodi intermedi. Questi dovranno fare da tramite colmando la
distanza tra i nodi che intendono comunicare. A questo punto però, affinchè i dati
arrivino a destinazione, è necessario attendere un certo numero di passi, che dipende
dal tipo di rete utilizzata. Per una matrice la distanza massima tra due processori è
n + m (n e m sono il numero di righe e di colonne), per un vettore è n (n è numero
di processori), per un’albero è log n (n è il numero di processori), per uno shuffle è
2 log n (n è il numero di processori). Questo fattore sfocia in un peggioramento per i
tempi di esecuzione di tutti gli algoritmi che lavorano sul modello di macchina preso
in considerazione.

1.5 Algoritmi di Broadcast

Vediamo ora alcuni esempi di come un’informazione può viaggiare su reti di intercon-
nessione di diverso tipo effettuando un broadcast, ossia l’informazione viene trasmessa
a tutti i processori.

1.5.1 Connessione ad Albero

Sfruttiamo nell’algoritmo la seguente idea: ogni nodo, se padre3, si occupa di trasmet-
tere ai propri figli il valore dell’informazione precedentemente ricevuta. Per questo ad
ogni passo si attivano in parallelo un numero di processori pari al numero di nodi del
livello dell’albero su cui l’algoritmo sta lavorando. I processori trasferiscono in blocco
l’informazione al livello sottostante. Iteriamo il procedimento appena citato sino al
raggiungimento della base dell’albero, il tutto in un tempo t O(logN) che corrisponde
all’altezza dell’albero (algoritmo 6).

N è il numero dei processori, x è l’informazione da trasmettere e Ci è la locazione
di memoria interna al processore Pi. L’albero utilizzato è quello in figura 1.38.

Broadcast(x)
Passo 1

P1 :
C1 ← legge(x)

Passo 2
for i = 0 to log N − 1 do

for j = 2i to 2(i+1) − 1 pardo
P2j :

C2j ← Cj

P2j+1 :
C2j+1 ← Cj

end for
end for

Algoritmo 6: Broadcast ad albero

3Nell’algoritmo ipotizziamo che l’albero sia binario, senza perdere di generalità.
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Figura 1.38: Albero binario

1.5.2 Maglia

In questo modello l’informazione si distribuisce non più a macchia d’olio come nel-
l’albero, ma prima in una direzione e poi nell’altra, come si vede in figura 1.39. Più
formalmente la procedura può pensarsi suddivisa in due passi:

• Il primo si occupa di trasmettere l’informazione dall’angolo superiore sinistro
all’angolo superiore destro della matrice attraverso una riga. Questo passo è
intrinsecamente seriale, perché un solo processore può accedere in memoria cen-
trale, l’implementazione è tuttavia svolta con una tecnica parallela per comodità
(non si alterano i tempi di esecuzione).

• Nel secondo passo si può trasferire parallelamente l’informazione da una riga
alla successiva fino ad arrivare all’ultima.

Il tempo totale è dato dalla somma dei due passi t = O(#colonne) + O(#righe).
N è il numero dei processori, c il numero delle colonne, r il numero delle righe, x è
l’informazione da trasmettere, a(i, j) e b(i, j) sono due aree di memoria interne per
ogni processore P(i , j )(algoritmo 7).

Nel Passo1 viene distribuita l’informazione sulla prima riga, il Passo2 la manda in
cascata sulle righe della maglia. La doppia cella di memoria può essere ridondante. Si
possono però gestire informazioni diverse e decidere quali trattare e quali trasmettere.

In ogni caso il costo è O(c + r).
Le figure 1.40-1.45 mostrano come funziona l’agoritmo.

Nell’algoritmo 8 è presentato invece un altro tipo di broadcast in cui si vuole
trasmettere c × r informazioni diverse in broadcast. L’obiettivo è distribuire c ∗ r
informazioni su c ∗ r processori: O(c ∗ r).
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Figura 1.39: Matrice utilizzata nell’agoritmo di broadcast

Broadcast(x)
Passo 1

for i = 1 to c do
for j = 1 to c pardo

P(1,j) :

if (j=1) then
a(1,j) ← legge(x)
b(1,j) ← a(1,j)

else
a(1,j) ← b(1,j−1)

b(1,j) ← a(1,j)

end if
end for

end for
Passo 2

for i = 2 to r do
for j = 1 to c pardo

P(i,j) :
a(i,j) ← b(i−1,j)

b(i,j) ← a(i,j)

end for
end for

Algoritmo 7: Broadcast su maglia
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Figura 1.40: Broadcast su Maglia : Passo 1 - Iterazione 1

Figura 1.41: Broadcast su Maglia : Passo 1 - Iterazione 2
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Figura 1.42: Broadcast su Maglia : Passo 1 - Iterazione 3

Figura 1.43: Broadcast su Maglia : Passo 1 - Iterazione 4
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Figura 1.44: Broadcast su Maglia : Passo 1 - Iterazione 5

Figura 1.45: Broadcast su Maglia : Passo 2 - Iterazione 1
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Broadcast(x)[c× r]
Passo 1

for k = 1 to r do
for i = 1 to c do

for j = i to c pardo
P(1,j) :
if j=1 then

a(1,j) ← legge(x)[(k − 1)c + i]
b(1,j) ← a(1,j)

else
a(1,j) ← b(1,j−1)

b(1,j) ← a(1,j)

end if
end for
if k < r then

for i = 2 to r pardo
for j = 1 to c pardo

P(i,j) :
a(i,j) ← b(i−1,j)

b(i,j) ← a(1,j)

end for
end for

end if
end for

end for
Algoritmo 8: Variazione del broadcast su maglia
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1.5.3 Ipercubo

Occorre fare attenzione alla numerazione degli spigoli del cubo, cioè i processori. In
pratica ogni volta che ci muoviamo su una dimensione diversa mai visitata, i processori
precedentemente attivati operano in parallelo. In questo modello, si vede bene dalla
figura 1.46, quali processori si attivano di volta in volta e come si muove l’informazione.

0001

0000

0101

0100

0011

0010

0110

0111

x

0001

0000

0101

0100

0011

0010

0110

0111

Passo 1 Passo 2

0001

0000

0101

0100

0011

0010

0110

0111

Passo 3 Passo 4

Figura 1.46: Flusso dei dati nell’ipercubo

L’informazione entra in un solo processore e cammina secondo il criterio di costru-
zione come si può vedere nell’algoritmo 9.

N è il numero dei processori, x è l’informazione da trasmettere e Ci è la locazione
di memoria interna al processore Pi. Il tempo è O(logN).

1.6 Tempo e Costo

Quando si parla di tempo di esecuzione parallelo si intende il tempo che passa dall’i-
nizio della computazione del processore che parte per primo al termine della compu-
tazione del processore che finisce per ultimo.

Definizione 3 Lo SpeedUp(SU) è il guadagno di velocità:

SU =
Tpmas

Tpap
≤ N
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Broadcast(x)
Passo 1

P0 :
C0 ← legge(x)

Passo 2
for i = 0 to (logN)− 1 do

for j = 0 to 2i − 1 pardo
Pj :

C(j+2i) ← Cj

end for
end for

Algoritmo 9: Broadcast su ipercubo

dove Tpmas rappresenta il tempo peggiore del migliore algoritmo sequenziale conosciu-
to, mentre Tpap è il tempo peggiore dell’algoritmo parallelo che stiamo prendendo in
considerazione. L’ideale per noi è che questo rapporto sia N .

Come vedremo più avanti nell algoritmo 10, il tempo di ricerca su una P-RAM
CRCW è O(n/N) mentre il tempo del paggior algoritmo sequanziale di ricerca è O(n)
e quindi:

SU =
n

n/N
→ N : ottimo

In generale ogni algoritmo parallelo può essere simulato su una macchina sequenziale
con un tempo

Ts = Tp ∗N

con Tp tempo parallelo ed n numero di processori. Possiamo quindi dire che:

Ts

Tp
≤ N

Ma nel calcolo parallelo non basta parlare di tempo di esecuzione, bisogna tener
sempre presente il numero di processori. Ad esempio, come si può vedere dalla figura
1.47, il numero di processori è dell’ordine degli elementi da sommare.

Definizione 4 Il costo di un algoritmo è calcolato moltiplicando il tempo parallelo
per il numero di processori

C = Tp ∗N

1.7 Operazioni parallele elementari

In questa sezione prenderemo in considerazione alcuni esempi di operazioni parallele
elementari, tra cui la ricerca di elemento e tre operazioni su matrici:

• trasposizione di una matrice;

• prodotto matrice per matrice;

• prodotto matrice per vettore.
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Figura 1.47: Somma parallela di n elementi

1.7.1 Ricerca di un elemento

Prendiamo una P-RAM EREW con N processori. Vogliamo ricercare l’elemento x
su n elementi (con N << n). Un possibile algoritmo è il 10.

Passo 1
trasmetti x agli N processori

Passo 2
ogni processore ricerca serialmente su n/N elementi

Passo 3
scrivi il risultato

Algoritmo 10: Ricerca dell’elemento x su n elementi

Il tempo di ricerca su una P-RAM EREW è O(logN + n/N) poiché:

• Passo 1: O(logN)

• Passo 2: O(n/N)

• Passo 3: O(logN)

Se gli n elementi fossero distinti, solo un processore potrebbe trovare x e quindi si
potrebbe eliminare il Passo 3.

A questo punto per eliminare del tutto il logN del Passo 1 bisogna introdurre
concorrenza ossia ogni processore può leggere concorrentemente la locazione in cui è
contenuto x.
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1.7.2 Trasposizione di una matrice

Un algoritmo parallelo (algoritmo 11) di costo ottimale per la trasposizione può essere
realizzato su una P-RAM EREW con O(n2) processori4. La matrice A è residente
in memoria condivisa. Tutti i processori operano in parallelo e il generico processore
Pi,j si occupa di scambiare gli elementi ai,j e aj,i (figura 1.48). Lo scambio di due
elementi richiede un tempo costante per ciascun processore, quindi il costo è O(n2).

for i = 2 to n pardo
for j = 1 to i− 1 pardo

Pi,j :
ai,j ←→ aj,i

end for
end for

Algoritmo 11: Trasposizione su EREW

Figura 1.48: Esempio di trasposizione

Se consideriamo come modello di macchina una maglia con n2 processori, l’algorit-
mo che calcola la trasposta ha un costo O(n3) poiché l’informazione deve camminare
lungo la rete e questo attraversamento è dell’ordine di O(n + n). Inoltre abbiamo
bisogno di 3 registri di memoria per ogni processore:

1. A(i, j) per immagazzinare prima ai,j e poi aj,i

2. B(i, j) per immagazzinare il dato proveniente da P (i, j + 1) o P (i − 1, j), cioè
da destra o da sopra

3. C(i, j) per immagazzinare il dato proveniente da P (i, j − 1) o P (i + 1, j), cioè
da sinistra o da sotto

1.7.3 Prodotto matrice per matrice

Il prodotto di una matrice A di dimensioni m×n per un’altra matrice B di dimensioni
n× k è una matrice C di dimensioni m× k i cui elementi sono dati da:

Ci,j =
n∑

s=1

ai,s × bs,j , 1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ k

4In particolare lavorano gli n2−n
2

processori della triangolare inferiore.
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Proponiamo un algoritmo che su una P-RAM CRCW con O(n3) processori im-
piega un tempo costante (algoritmo 12) poiché la somma degli elementi viene effet-
tuata automaticamente dalla scrittura concorrente del modello (si tratta di una CW
combinata in cui la funzione di combinazione è la somma).

for i = 1 to n pardo
for j = 1 to n pardo

for s = 1 to n pardo
Pi,j :

ci,j ← ai,s × bs,j

end for
end for

end for
Algoritmo 12: Prodotto tra matrici

Su una maglia con n2 processori, il costo è ancora O(n3) ma il tempo computa-
zionale è dell’ordine di O(n) poiché le informazioni non possono essere caricate nella
rete contemporaneamente.

Ad esempio, nella figura 1.49, gli elementi vengono caricati come illustrato nella
tabella 1.50.

Figura 1.49: Prodotto di matrici su maglia

t1 t2 t3 t4

P1,1 a1,1, b1,1 a1,2, b2,1 - -
P1,2 - a1,1, b1,2 a1,2, b2,2 -
P2,1 - a2,1, b1,1 a2,2, b2,1 -
P2,2 - - a2,1, b1,2 a2,2, b2,2

Figura 1.50: Tempi di caricamento in maglia

Gli elementi sono processati ogni volta che vengono caricati nel processore.

Prodotto matrice per vettore

Il prodotto matrice per vettore è un caso particolare del prodotto tra matrici su
maglia, in cui la rete bidimensionale è ridotta ad un vettore. Pertanto i tempi di
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caricamento e le modalità di calcolo sono analoghe al caso precedente, come si può
osservare nella figura 1.51.

Figura 1.51: Prodotto matrice per vettore
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In questo capitolo presenteremo il teorema di Brent, che mette in connessione circuiti
combinatori con macchine parallele.

2.1 Circuiti Combinatori

Definizione 5 Un elemento combinatorio è un qualunque elemento di circuito che
abbia un numero costante di input e output e che esegua una funzione ben precisa.

Particolari elementi combinatori sono quelli binari (o porte logiche): and, or, not.
In questo caso input e output hanno valori ∈ {0, 1}. Una porta logica può essere
facilmente descritta mediante una tabella di verità.

Un’altra classe di elementi combinatori è quella dei confrontatori. Un confronta-
tore prende in input due valori e restituisce in output gli stessi valori ordinati, prima
il più grande e poi il più piccolo; se sono uguali riproduce semplicemente l’input. Si
assume che un confontatore operi in O(1).

Figura 2.1: Confrontatore

Figura 2.2: Rappresentazione del confrontatore

Definizione 6 Più elementi combinatori possono essere collegati tra di loro formando
una rete combinatoria dove l’output di un elemento può essere l’input di un altro.

Una rete può dunque essere vista come un grafo diretto in cui gli archi sono orien-
tati secondo il percorso obbligatorio dettato dalla funzione degli elementi combinatori
che, partendo dagli input, effettua una computazione e arriva agli output. Nel seguito
faremo riferimento solo a grafi aciclici, cioè a grafi che non contengono cicli diretti.
In questa maniera non è possibile entrare in un elemento combinatorio C, seguirne il
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percorso degli output, attraversare altri elementi combinatori e ritornare nello stesso
C.

In generale, nella rapprentazione di un circuito combinatorio vengono introdotti
due elementi I (sorgente) ed O (pozzo) detti rispettivamente elementi di input e di
output del circuito. Gli elementi I non hanno archi entranti, mentre gli elementi O
non hanno archi uscenti.

2.1.1 Fan-in e fan-out di un elemento combinatorio

Definizione 7 Il fan-in è il numero di input di un elemento combinatorio. In un
circuito questo corrisponde al numero di collegamenti (o fili) in ingresso all’elemento.

Il fan-out è il numero di “posti” dove gli output dell’elemento combinatorio vanno
a finire.

Osservazione 1 Non è detto che gli output di un elemento combinatorio siano ugua-
li al suo fan-out, infatti un elemento combinatorio con un solo filo di output può
“servire” un numero qualunque di altri elementi.

Per semplicità consideriamo ogni arco come un unico filo che può assumere valori
in {0, 1} e supponiamo che ogni elemento combinatorio abbia un solo output.

Analizzando il circuito in figura 2.3 possiamo dire che:

• L’elemento V ha un solo input e dunque fan-in uguale a 1.

• V ha fan-out uguale a 2

• L’elemento W ha fan-in uguale a 2

• W fan-out uguale a 1

• Gli altri elementi hanno fan-in e fan-out uguale a 1.

2.1.2 Dimensione e profondità di un circuito combinatorio

Definizione 8 La dimensione di un circuito combinatorio è il numero di elementi
combinatori che il circuito possiede.

Definizione 9 La profondità è il numero di elementi combinatori contenuti nel
più lungo cammino, che da un input del circuito mi porta all’output dell’elemento
combinatorio (I ed O esclusi).

Detto questo, la profondità di un circuito combinatorio è la massima profondità
degli elementi combinatori che il circuito possiede.

Sempre in riferimento al circuito in figura 2.3

• La dimensione di questo circuito è 7.

• La profondità di V è 1, perché l’unico elemento sul cammino dall’input del
circuito all’output di V è V stesso.

• La profondità di W è 4, che è anche la massima profondità del circuito.

• La profondità del circuito è dunque 4.
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Figura 2.3: Esempio di circuito combinatorio

2.1.3 Reti di ordinamento

Definizione 10 Una rete di ordinamento è una rete di confrontatori formata da
n input ed n output, con più confrontatori connessi opportunamente tramite fili, in
cui la sequenza di output è monotona crescente (decrescente) per ogni sequenza di
input.

Ad esempio una rete di ordinamento con 4 input e 4 output è quella in figura 2.4.

Figura 2.4: Esempio di rete di ordinamento

In questo caso i 4 elementi in input vengono ordinati in tre passi.

In figura 2.5 è mostrata una rete di ordinamento basata sull’algoritmo di insertion
sort che ordina n elementi in tempo lineare.

Lemma 1 Se una rete di confrontatori RC trasforma una sequenza di input < a1, . . . , an >
in una sequenza di output < b1, . . . , bn > allora per qualunque funzione f monoto-
na crescente si ha che < f(a1), . . . , f(an) > viene trasformata dalla stessa RC in
< f(b1), . . . , f(bn) >. Cioè se

< a1, . . . , an >−→ RC −→< b1, . . . , bn >

allora
< f(a1), . . . , f(an) >−→ RC −→< f(b1), . . . , f(bn) >

Dim.
La dimostrazione è per induzione sulla lunghezza del circuito.

45



2.1. CIRCUITI COMBINATORI

Figura 2.5: Insertion sort realizzato tramite rete di ordinamento

Figura 2.6: Passo base - 1◦

Figura 2.7: Passo base - 2◦

Passo base: Figure 2.6 e 2.7.
Questo circuito ha profondità 1.
Passo induttivo: Supponiamo che il lemma sia vero per un circuito combinatorio

che abbia profondità d− 1, ossia:
< a1, . . . , an >−→ RCd−1 −→< b1, . . . , bn >

< f(a1), . . . , f(an) >−→ RCd−1 −→< f(b1), . . . , f(bn) >

Allora, poiché una rete di confrontatori con profondità d − 1 ordina correttamente
la sequenza, dando la sequenza ordinata in pasto ad un circuito combinatorio di
profondità 1 si avrà

< a1, . . . , an >−→ RCd−1 −→< b1, . . . , bn >−→ RC1 −→< b′1, . . . , b
′
n >

e quindi

< f(a1), . . . , f(an) >−→ RCd−1 −→< f(b1), . . . , f(bn) >−→ RC1 < f(b′1), . . . , f(b′n) >

2
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2.1.4 Principio 0/1

Se una rete di confrontatori con n input ordina correttamente tutte le 2n possibili
sequenze di 0/1 allora ordina correttamente tutte le sequenze di numeri arbitrari.

Dim.
La dimostrazione sarà per assurdo. Supponiamo per ipotesi che:

1. sequenza {0, 1}n −→ RC −→ sequenza ordinata 0p1q, con p + q = n

2. ∃ < a1, . . . , an > −→ RC −→ < ai1 , . . . , ain
> non ordinata

Facciamo ora vedere che l’esistenza della permutazione di < a1, . . . , an > del punto
2 nega il punto 1. Definiamo la funzione:

f(x) =

 0 se x ≤ aj

0 ≤ j ≤ n
1 se x > aj

per i qualunque. Questa funzione è monotona crescente, quindi per il Lemma 1

< f(a1), . . . , f(an) >
↓

RC
↓

< f(ai1), . . . , f(ain
) >

Quest’ultima è una sequenza 0/1 non ordinata, il che contraddice il punto 1.

2

2.1.5 Rete di ordinamento bitonico

In base al Principio 0/1 possiamo quindi considerare la validità di reti di ordinamento
semplicemente su sequenze di input binarie.

Vediamo come costruire una rete di ordinamento efficiente, a partire da reti di
confrontatori che ordinano sequenze bitoniche.

Definizione 11 Si definisce sequenza monotona crescente (decrescente) una se-
quenza di numeri a1, a2, , an tale che

∀ 1 ≤ i, j ≤ n i < j ⇒ ai ≤ aj(ai ≥ aj)

Definizione 12 Si definisce sequenza bitonica una sequenza di numeri che è mo-
notona crescente e poi monotona decrescente (o viceversa). Ad esempio la sequenza:
4321 357.

Definizione 13 Si definisce sequenza bitonica 0/1 una sequenza del tipo 0i1j0k

(o 1i0j1k) dove i, j, k ≥ 0 indicano la molteplicità dei valori 0 e 1.

Si noti che anche una sequenza che sia monotona crescente o monotona decrescente è
banalmente bitonica.

Consideriamo la rete di confrontatori di profondità 1 in figura 2.8 con due diversi
input.
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Sequenza 1 Sequenza 2

Figura 2.8: Half-cleaner

Se l’input è una sequenza bitonica l’output ha la caratteristica che almeno una
metà è pura (consiste di tutti 0 o di tutti 1).Da questa proprietà deriva il nome di
half-cleaner per tale rete di confrontatori. Iterando questo ragionamento, applicato
ogni volta su sequenze più piccole di bit, si può ottenere una rete di ordinamento
bitonico, come illustrato nel seguente esempio in figura 2.9. In questa rete il numero

0

0

0

0

0

1

1

1

0

0

1

1

1

0

0

0

0

0

0

0

1

0

1

1

0

0

0

0

1

0

1

1

1° passo:

1 ordinamento di elementin

2° passo:

2 ordinamenti di elementin/2

3° passo:

4 ordinamenti di elementin/4

Figura 2.9: Rete di ordinamento di confrontatori

di passi è pari a O(log n).

2.1.6 Rete di ordinamento generale

Vediamo ora come sia possibile costruire una rete di ordinamento utilizzando la
bitonia.
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L’algoritmo di merge si basa sulla procedura per fondere due sequenze ordinate in
una unica sequenza ordinata; osserviamo che se concateniamo due sequenze ordinate
0k1j e 0i1l, non si ottiene una sequenza bitonica, tuttavia si può invertire 0i con
1l ottenendo la sequenza bitonica 0k1j1l0i, su cui poi si può applicare la rete di
ordinamento bitonico per ottenere la sequenza ordinata. Ad esempio le sequenze
0111 e 0001 possono essere fuse invertendo la seconda sequenza e quindi applicando
la rete di ordinamento in figura 2.8.

La figura 2.10 mostra come sia possibile, invece di invertire i bit, variare i collega-
menti del primo half-cleaner nella rete di ordinamento bitonico, in modo da eseguire
direttamente i confronti giusti.

Figura 2.10: Rete di fusione

La rete cos̀ı ottenuta viene detta rete di fusione.
Come per l’ordinamento bitonico il numero di passi è O(log n); infatti il primo

passo è un ordinamento di n elementi, il secondo è formato da 2 ordinamenti di n/2
elementi e il terzo da 4 ordinamenti di n/4 elementi.

Per arrivare all’ordinamento generale con input qualsiasi, si applica il Merge-sort
utilizzando le reti di fusione per fondere a due a due i bit in input (che sono sequenze
ordinate di un solo elemento), poi le coppie di bit cos̀ı ottenute, quindi le quadruple
e cos̀ı via, come in figura 2.11.

La profondità D(n) di una rete di ordinamento con n input è data dalla ricorrenza

D(n) =
{

0 se n = 1
D

(
n
2

)
+ log n se n = 2k e k ≥ 1

la cui soluzione è D(n) = O(log2n). Pertanto si possono ordinare n numeri in parallelo
in tempo O(log2n).

2.2 Teorema di Brent

Il teorema di Brent mostra che una P-RAM può simulare con una data complessità
un generico circuito combinatorio. Utilizzando questo teorema, è possibile sfruttare
i risultati ottenuti nei circuiti combinatori (es: le reti di ordinamento), per adattarli
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Figura 2.11: Merge-sort tramite confrontatori

al contesto del calcolo parallelo tramite P-RAM. Si ottiene un limite superiore della
complessità del generico algoritmo, che andrebbe a simulare su P-RAM il circuito
combinatorio.

Nell’enunciato del teorema varranno fatte le seguenti assunzioni:

• il fan-in di ogni elemento del circuito è superiormente limitato da una costante,
dunque fan-in ∈ O(1);

• ogni elemento combinatorio ha esattamente un output, infatti elementi con k
(k > 1) output possono essere visti come k elementi distinti, ognuno dei quali
calcola uno degli output dell’elemento originale;

• il fan-out di ogni elemento del circuito può essere anche illimitato, infatti co-
me precisato in precedenza il fatto che un elemento abbia un solo output non
impedisce che esso vada a servire più di un elemento.

Teorema 1 (Brent) Un circuito combinatorio di profondità d e dimensione n i cui
elementi hanno un fan-in limitato, può essere simulato su una P-RAM CREW con
P processori da un algoritmo in tempo O(n/P + d).

Dim.
Gli input del circuito vengono memorizzati in un apposito vettore in memoria

(figura 2.12).

a1 a2 . . . am

Figura 2.12: Input del circuito

Questo vettore ha dimensione finita perché il fan-in è limitato.
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Posizionando visivamente gli elementi del circuito dall’alto verso il basso, in modo
che elementi con la stessa profondità siano allo stesso livello, si nota che gli input di
un dato livello dipendono dagli output di quello superiore, quindi la parallelizzazione
potrà avvenire per livelli.

La lettura è concorrente perché diversi processori possono aver bisogno dell’output
dello stesso elemento allo stesso tempo (e.g. b4 in figura 2.13). Al contrario, dal
momento che della scrittura del valore bi se ne occupa il singolo processore che sta
simulando l’i− esimo elemento, la scrittura è esclusiva.

La funzione di un elemento combinatorio è semplice e poiché il suo fan-in è limitato,
l’output può essere calcolato da un singolo processore in tempo costante(O(1)).

Figura 2.13: Simulazione di circuito combinatorio

Detto ni il numero di elementi di livello i, allora
d∑

t=1

nt = n. Il numero dei passi

paralleli ad ogni livello è
⌈nt

P

⌉
.

Il numero totale dei passi paralleli dà l’ordine di grandezza del tempo di simula-
zione del circuito:

t =
d∑

t=1

⌈nt

P

⌉
≤

d∑
t=1

(nt

P
+ 1

)
=

n

P
+ d

2

Se anche il fan-out fosse limitato basterebbe una P-RAM EREW. Infatti nella
simulazione del circuito sarebbe sufficiente che il processore che simula un elemento
combinatorio, calcolata la funzione, scriva (in tempo costante) il suo output negli
elementi che lo richiedono. Questa politica della scrittura in tempo costante può essere
applicata proprio perché il fan-out è limitato, infatti se il fan-out fosse illimitato,
l’operazione di copia dell’output non potrebbe essere effettuata in O(1). Dunque
procedendo nella simulazione, gli altri elementi si limiterebbero a leggere i propri
input da diverse locazioni precedentemente fissate nella memoria.
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Per eliminare la concorrenza in lettura e renderla esclusiva bisogna limitare il fan-
out con una costante k e distribuire l’informazione con un numero limitato di passi
seriali.

Esempio 1 Prendiamo un circuito combinatorio di ordinamento in cui:

profonditá O
(
log2 n

)
dimensione O

(
n log2 n

)
processori O(n)

allora, per il Teorema di Brent t ∈ O
(
log2 n

)
.

Possiamo utilizzare il Teorema di Brent per mettere in connessione due macchine
parallele.

Teorema 2 Sia A un algoritmo che eseguito su una P-RAM con P processori lavora
in tempo t, allora ∀ P −RAM con P ′ < P processori, ∃ un algoritmo A′ che risolve

lo stesso problema su questo modello in un tempo t′ ∈ O

(
t
P

P ′

)
.

Dim.
Se è risolvibile con un circuito combinatorio C con n elementi e profondità d, allora

per il teorema di Brent il tempo sarà:

t =
n

P
+ d

oppure
t′ =

n

P ′
+ d

a seconda della P-RAM utilizzata. Dunque

t′ =
n

P ′
+ d =

n

P ′
P

P
+ d =

n

P

P

P ′
+ d

=
P

P ′

(
n

P
+ d

P ′

P

)
≤ P

P ′

( n

P
+ d

)
︸ ︷︷ ︸

P ′
P ≤1

= O

(
t
P

P ′

)

2

2.2.1 Un’applicazione:Ricerca del massimo

Vogliamo trovare il massimo tra n elementi. Un algoritmo parallelo potrebbe essere
l’algoritmo 13, dove il vettore V contiene gli n elementi e il risultato viene scritto nella
locazione R.

Questo algoritmo utilizza N = n processori e viene eseguito in un tempo t =
O (log n).

Vogliamo ora trovare un algoritmo A′ che funzioni con N =
√

n processori t.c. il
tempo di esecuzione di A′ sia, per il teorema 2

O

(
t
p

p′

)
= O

(
log n

n√
n

)
= O

(√
n log n

)
L’algoritmo proposto è:

I valori first e last indicano gli estremi dei blocchi su cui si lavora in parallelo.
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for i = 1 to log n do
for j = 1 to n

2i pardo
Pj :

V [j]←− max
(
V [j], V [j + n

2i ]
)

end for
end for
P1 :

R←− V [1]

Algoritmo 13: Ricerca del massimo: algoritmo A

for i = 1 to log n do
for k = 1 to

⌈√
n

2i

⌉
do

first = (k − 1)
√

n + 1
last = min

(
n
2i , k
√

n
)

for j = first to last pardo
Pj−first+1 :

V [j] = max
(
V [j], V [j + n

2i

)
end for

end for
end for
P1 :

R←− V [1]

Algoritmo 14: Ricerca del massimo: algoritmo A′

Analisi dell’algoritmo

Abbiamo detto che l’algoritmo A ha tempo di esecuzione t = O(log n), con N = n
processori, mentre l’algoritmo A′ ha tempo di esecuzione t = O (

√
n log n) con N =√

n processori. Infatti:

for i . . . do O (log n)
for k . . . do O (

√
n) =⇒ O (

√
n log n)

for j . . . pardo O(1)

Nelle figure 2.14-2.18 viene riportato un esempio con n = 16.

Figura 2.14: i=1
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Figura 2.15: i=2

Figura 2.16: i=3

Figura 2.17: i=4

Figura 2.18: i=4
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Tecnica del Salto del
Puntatore

3.1 Salto del Puntatore

La tecnica del Salto del Puntatore è un meccanismo per effettuare operazioni su
strutture linkate o indicizzabili (come liste o alberi). Una di tali operazioni è il calcolo
del rango di un elemento in una lista, ovvero il numero di elementi che separano
l’elemento preso in considerazione dall’ultimo della lista.

Nella trattazione di questo argomento prenderemo in considerazione delle liste
linkate, i cui elementi sono costituiti dalla coppia (valore, puntatore); il campo pun-
tatore di ciascun elemento punta all’elemento seguente nella lista, mentre il puntatore
dell’ultimo elemento ha valore null, ovvero la lista non è circolare.

Ad ogni passo il puntatore salta di una posizione ed anziché puntare a next punta
a next[next]. Si raddoppia quindi la distanza tra ciascun elemento e il successivo
(figura 3.1.

Passo 1

Passo 2

Figura 3.1: Il Passo 1 “spezza” la lista in due sottoliste. Il Passo 2 “spezza” le due
liste in quattro sottoliste.
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3.1.1 Algoritmo

Passiamo ora a descrivere l’algoritmo del salto del puntatore (algoritmo 15). Il modello
di macchina utilizzato è una P-RAM EREW, ovvero a lettura e scrittura entrambe
esclusive, con un numero di processori dell’ordine degli elementi che compongono la
lista.
Il vettore D contiene i valori degli elementi della lista, mentre il vettore next contiene
i puntatori all’elemento successivo nella lista.

Passo 0
for i = 1 to N pardo

Pi :
if next[i] = null then

D[i]← 0
else

D[i]← 1
end if

end for
Passo 1

for i = 1 to dlog Ne do
for j = 1 to N pardo

Pj :
if next[j] 6= null then

D[j]← D[j] + D[next[j]]
next[j]← next[next[j]]

end if
end for

end for
Algoritmo 15: Salto del puntatore

L’algoritmo consiste nell’eseguire log N passi sequenziali all’interno dei quali tutti
gli N processori lavorano contemporaneamente.
Ogni processore verifica che il successivo dell’elemento a cui è associato sia diverso da
null e, in tal caso, sposta il puntatore facendolo puntare al next[next].
In questo procedimento, si sfrutta il lavoro parziale che fanno tutti gli elementi, ri-
cavando le informazioni necessarie ad un elemento da quelle ottenute dall’elemento
precedente.
Alla fine dell’algoritmo, sapremo quanti sono i record successivi a quello che stiamo
prendendo in considerazione.

Il Passo 0 è una semplice inizializzazione, effettuata in parallelo, a 1 di tutti gli
elementi della lista tranne l’ultimo elemento, contraddistinto da next uguale a null,
che viene invece inizializzato a 0.
Il Passo 1 contiene i due cicli che costituiscono l’algoritmo: il primo, sequenziale,
serve a ripetere log N volte le istruzioni successive mentre nel secondo, parallelo, gli N
processori effettuano contemporaneamente il salto del puntatore, dopo aver effettuato
un controllo sulla sua validità.
Descriviamo graficamente le iterazioni dell’algoritmo su una lista di esempio con 8
elementi (figure 3.2-3.5).
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Figura 3.2: Salto del puntatore - Passo 0

2 2 12

x
1

x
2

x
3

x
4

2 2 2 0

o
1

o
2

o
3

o
4

Figura 3.3: Salto del puntatore - Passo 1: iterazione 1
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Figura 3.4: Salto del puntatore - Passo 1: iterazione 2
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Figura 3.5: Salto del puntatore - Passo 1: iterazione 3
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3.1.2 Analisi

Al Passo 0, le inizializzazioni vengono eseguite in parallelo e quindi il tempo per
effettuare tale operazione è costante O(1).
Al Passo 1, le istruzioni nel ciclo for più interno vengono eseguite anch’esse in pa-
rallelo, mentre il ciclo esterno viene ripetuto log N volte.
Dunque il tempo totale per eseguire l’algoritmo è determinato solo da tale ciclo e
pertanto sarà dell’ordine di O(log N).

Dal momento che il numero di processori è dell’ordine di O(N), il costo dell’algo-
ritmo sarà dato da O(N log N).

3.2 Somme prefisse

Un’applicazione della tecnica del salto del puntatore è il calcolo delle somme prefisse:
data la sequenza x1, x2, ..., xn si ottiene in output la sequenza x1, x1 +x2, ...,

∑n
i=1 xi.

Consideriamo come esempio una sequenza costituita da tutti 1, il calcolo delle
somme prefisse su tale sequenza vuol dire numerarla:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8

Questo è simile al risultato che avevamo ottenuto nell’algoritmo precedente, in cui la
procedura di inizializzazione al Passo 1 poneva a 1 il valore di tutti quegli elementi
della lista il cui puntatore era diverso da null: per quella sequenza si otteneva una
numerazione che andava da N − 1 fino a 0.

3.2.1 Algoritmo

Descriviamo ora l’algoritmo per le somme prefisse (algoritmo 16). Il modello di mac-
china utilizzato è sempre una P-RAM EREW con un numero di processori dell’ordine
degli elementi della sequenza.
Il vettore X contiene i valori della sequenza memorizzati in ordine inverso, mentre il
vettore Y contiene, di volta in volta, l’informazione da sommare. In questo modo,
ogni volta che facciamo compiere un salto al puntatore, l’informazione non viene per-
sa. Una volta terminato l’algoritmo i valori contenuti nel vettore X vanno di nuovo
invertiti.

Il procedimento seguito dall’algoritmo è in tutto identico a quello precedente, ov-
vero vengono eseguiti log N passi sequenziali all’interno dei quali tutti gli N processori
lavorano contemporaneamente.

Ogni processore verifica che il successivo dell’elemento a cui è associato sia diverso
da null e, in tal caso, somma il valore dell’elemento a cui è associato con il valore
dell’elemento successivo e poi sposta il puntatore, facendolo puntare al next[next].

Il Passo 0 assegna, in parallelo, al vettore d’appoggio Y i valori della sequenza,
quindi O(1).

Il Passo 1 è perfettamente identico al corrispondente passo dell’algoritmo 15 ad
eccezione del fatto che i valori delle somme vengono memorizzate nel vettore Y, in
modo tale da non avere una perdita d’informazione che potrebbe verificarsi a causa
del salto, quindi O(log n).
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Passo 0
for i = 1 to N pardo

Pi :
Y [i] = X[i]

end for
Passo 1

for i = 1 to dlog Ne do
for j = 1 to N pardo

Pj :
if next[j] 6= null then

Y [j]← Y [j] + Y [next[j]]
next[j]← next[next[j]]

end if
end for

end for
Algoritmo 16: Somme prefisse

Descriviamo graficamente le iterazioni dell’algoritmo su una lista di esempio con
8 elementi (figure 3.6-3.9).

Figura 3.6: Somme prefisse - Passo 0

5 2 76 6 7 33

Figura 3.7: Somme prefisse - Passo 1: iterazione 1

7 9 1412 9 7 39

Figura 3.8: Somme prefisse - Passo 1: iterazione 3

Figura 3.9: Somme prefisse - Situazione finale
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3.2.2 Analisi

Dal momento che i passi dell’algoritmo sono concettualmente identici a quelli del-
l’algoritmo precedente, si ottiene anche per il calcolo delle somme prefisse un tempo
dell’ordine di O(log N) e un costo dell’ordine di O(N log N), con O(N) processori.

Sfruttando l’idea alla base di questa tecnica, siamo in grado di poter operare
sulle liste linkate o indicizzate con qualunque operazione binaria associativa in tempo
logaritmico.

3.3 Salto del puntatore su alberi

Vediamo ora come poter sfruttare la tecnica del salto del puntatore su strutture dati
più complesse, e in particolare su una foresta di alberi binari.

Supponendo di conoscere il padre, parent[i], di ciascun nodo i, quello che otte-
niamo in output dall’esecuzione di questo algoritmo è la radice root[i] dell’albero a
cui appartiene il nodo i, ∀ i (figure 3.10-3.12).

Figura 3.10: Con un albero di questo tipo, è sufficiente un passo per individuare la
radice.

3.3.1 Algoritmo

In questo algoritmo, si utilizza un modello di macchina diverso dai due algoritmi pre-
cedenti. Abbiamo infatti bisogno di una P-RAM CREW, ovvero a lettura concorrente
e scrittura esclusiva, con un numero di processori dell’ordine dei nodi della foresta.
La concorrenza in lettura deriva dal fatto che più nodi potrebbero avere lo stesso
padre, e quindi potrebbero andare a leggere dalla stessa posizione.
Il vettore parent e il vettore root contengono rispettivamente i valori del padre e
della radice del nodo preso in considerazione.

L’algoritmo consiste nell’eseguire log N passi sequenziali all’interno dei quali tutti
gli N processori lavorano contemporaneamente.
Ogni processore verifica che parent dell’elemento a cui è associato sia diverso da null
e, in tal caso, sposta il puntatore facendolo puntare al parent[parent].
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Figura 3.11: In questo caso sono necessari due passi.

Figura 3.12: In quest’ultima situazione abbiamo invece bisogno di tre passi.
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Passo 0
for i = 1 to N pardo

Pi :
if parent[i] = null then

root[i]← i
else

root[i]← parent[i]
end if

end for
Passo 1

for i = 1 to dlog Ne do
for j = 1 to N pardo

Pj :
if parent[j] 6= null then

root[j]← root[parent[j]]
parent[j]← parent[parent[j]]

end if
end for

end for
Algoritmo 17: Salto del puntatore su alberi

Il Passo 0 è una semplice inizializzazione, effettuata in parallelo, di tutti gli ele-
menti della lista sulla base del test di esistenza di parent.
Il Passo 1 contiene i due cicli che costituiscono l’algoritmo: il primo, sequenziale,
serve a ripetere log N volte le istruzioni del ciclo più interno. In quest’ultimo, paralle-
lo, gli N processori effettuano contemporaneamente il salto del puntatore, dopo aver
effettuato un controllo sulla sua validità.
Descriviamo graficamente le iterazioni dell’algoritmo su una lista di esempio con 8
elementi (figure 3.13-3.15).

a b c d e f g
parent c c d / d b b
root c c d d d b b

Figura 3.13: Situazione iniziale
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a b c d e f g
parent d d / / / c c
root d d d d d c c

Figura 3.14: Situazione dopo la prima iterazione

a b c d e f g
parent / / / / / d d
root d d d d d d d

Figura 3.15: Situazione dopo la seconda iterazione

3.3.2 Analisi

Al Passo 0, le inizializzazioni vengono eseguite in parallelo e quindi il tempo per
effettuare tale operazione è costante, quindi O(1).
Al Passo 1, le istruzioni nel ciclo for più interno vengono eseguite anch’esse in paral-
lelo, mentre il ciclo esterno viene ripetuto log N volte, quindi il passo viene eseguito
in tempo O(log N).
Dunque il tempo totale per eseguire l’algoritmo è determinato solo da tale ciclo e
pertanto sarà dell’ordine di O(log N).

Dal momento che il numero di processori è dell’ordine di O(N), il costo dell’algo-
ritmo sarà dato da O(N log N).
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Tour di Eulero

In questo capitolo esporremo la tecnica del Tour di Eulero, che permette di imple-
mentare, in parallelo, le varie tipologie di visita di un albero e tutte le applicazioni
ad esse correlate.

Definizione 14 (TDE) Dato un grafo G, un Tour di Eulero su G è un cammino
chiuso che passa su ogni arco una e una sola volta.

Non tutti i grafi ammettono un TDE. Tuttavia noi considereremo soltanto una
classe di grafi che ne ammettono sempre almeno uno: i grafi connessi i cui vertici
hanno tutti grado pari1.

4.1 Rappresentazione del Tour di Eulero

Prendiamo in considerazione una P-RAM EREW con N processori (dove N = n, con
n = |V (G)|). Abbiamo inoltre bisogno di alcune strutture dati in particolare per la
rappresentazione del TDE.

Partiamo da un albero T che, per definizione, è un grafo connesso aciclico non
orientato e costruiamo un nuovo grafo T ′ con gli stessi vertici di T e, per ogni arco
(u, v) ∈ E(T ), una coppia di archi orientati e reciproci (u, v) e (v, u)(figura 4.1).
Otteniamo cos̀ı un grafo connesso i cui vertici sono tutti di grado pari; siamo quindi
sicuri che esista almeno un TDE : lo costruiamo partendo dalla radice e procedendo
con una visita in profondità dell’albero.

Memorizziamo il grafo tramite liste d’adiacenza circolari: per ogni vertice creiamo
la lista degli adiacenti e per ogni arco (u, v) manteniamo un riferimento al proprio
arco reciproco (v, u) (figura 4.2).

Data la rappresentazione con liste circolari un TDE si realizza nel seguente modo:
una volta visitato un’arco (x, y), il prossimo sarà quello successivo all’arco (y, x) nella
lista di adiacenza di y.

Vediamo ora come ottenere le liste circolari partendo dal vettore contenente l’e-
lenco di tutti gli archi.

1In un grafo con queste caratteristiche è, infatti, possibile costriure un TDE per il Teorema di
Eulero [10].
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T T ′

Figura 4.1: Passaggio da un albero ad un Tour di Eulero

Figura 4.2: Lista di adiacenza di T ′
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4.2 Descrizione dell’algoritmo

Consideriamo l’albero dato come una lista di spigoli rappresentati da terne (figura
4.3), dove i campi rev e next contengono riferimenti a strutture dello stesso tipo.

(from, to) rev next

Figura 4.3: Rappresentazione di uno spigolo

Data questa lista di spigoli, trasformiamo l’albero in un grafo orientato utilizzando
il vettore edges. Per ogni arco dell’albero in edges verranno memorizzati due archi
orientati, l’uno di seguito all’altro, come si vede in figura 4.4.

Figura 4.4: Vettore edges

Siamo ora in grado di raccogliere le informazioni sul reciproco di ogni arco: per ogni
elemento di edges di indice dispari il rev sarà l’elemento successivo; per ogni elemento
di edges di indice pari il rev sarà l’elemento precedente.

Bisogna adesso creare la lista di adiacenza. Per fare questo utilizziamo il vettore
d’appoggio sortedges: questo non conterrà gli archi del grafo ma soltanto i riferi-
menti a tali archi in edges. Una volta ordinato sortedges lessicograficamente sul
campo (from,to), bisogna suddividerlo in blocchi per individuare il primo arco di
ogni lista di adiacenza. Controllando per ogni arco in sortedges se il campo from
è diverso dal precedente, è possibile determinare se questo arco sia un inizio blocco.
In questo caso salviamo l’indice che questo arco ha in edges nel vettore inizioblocco.

Costruiamo quindi le liste di adiacenza come si vede in figura 4.5.
Per ogni arco in sortedges confrontiamo il campo from con quello del suo suc-

cessore: se sono uguali il next dell’arco è uguale al suo successore, altrimenti sarà
uguale all’arco di inizio blocco corrispondente al suo from.

4.2.1 Implementazione

Vediamo ora come sia possibile implementare quanto finora detto verificando che il
modello EREW non sia violato (algoritmo 18).
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Figura 4.5: Vettore sortedges

Dato un albero T , per costruirne il Tour di Eulero, consideriamo un vettore con-
tenente gli (n − 1) archi di T e chiamiamo questo vettore inputedges. Utilizziamo
anche altri vettori:

• edges conterrà gli archi orientati del grafo T ′

• sortedges conterrà gli archi orientati del grafo T ′ ordinati lessicograficamente

• inizioblocco memorizzerà le informazioni necessarie per costruire le liste di
adiacenza

Nel Passo 1 la prima cosa da fare è passare dall’albero al grafo orientato. Proce-
deremo quindi alla creazione di due archi orientati in sostituzione di quelli in input.
Li memorizzeremo in un vettore di 2(n − 1) record, nei quali manterremo la coppia
ordinata di vertici, il puntatore al reciproco e un puntatore all’arco successivo nella
lista circolare. Chiamiamo tale vettore edges. Le ultime due istruzioni servono ad
inizializzare il vettore di puntatori che poi ordineremo; si noti che i puntatori sono in
realtà gli indici degli archi nel vettore edges.

Il Passo 2 consiste nell’ordinare il vettore sortedges in modo tale da ottenere gli
archi in ordine lessicografico. L’analisi dell’implementazione di un algoritmo efficiente
di ordinamento su una macchina parallela, esula dallo scopo di questo capitolo; si
noti tuttavia che la chiave di confronto tra gli elementi non sarà il valore stesso
memorizzato in ogni locazione del vettore, ma la coppia di vertici dell’arco da essa
puntato.

Nel Passo 3 dobbiamo dividere in blocchi il vettore ordinato degli archi, per
capire quale sia il primo arco d’ogni lista circolare. Per fare ciò lavoreremo in due
passi sequenziali, innanzitutto sui primi n − 1 archi e successivamente sulla restante
metà, ricordiamo infatti che abbiamo solo N processori. inizioblocco è il vettore
che, nella i-esima locazione, contiene il puntatore all’arco in testa alla i-esima lista
circolare.

Nel Passo 4, per completare la nostra struttura, dobbiamo realizzare le liste
circolari, facendo puntare ogni arco al successivo secondo l’ordine lessicografico. Fanno
eccezione quegli archi che sono alla fine di una lista, ovvero tutti gli archi e per
i quali, detta f la prima coordinata ed f′ la prima coordinata dell’arco successivo
in sortedges, f 6= f′. Ricordiamo che per ogni arco è memorizzata una terna del
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Passo 1
for i = 1 to n− 1 pardo

Pi :
edges[2i− 1]←− ((u, v), 2i, null) {(u, v) = inputedges[i]}
edges[2i]←− ((v, u), 2i− 1, null)
sortedges[2i− 1] ←− 2i− 1
sortedges[2i] ←− 2i

end for
Passo 2

ordina lessicograficamente sortedges
Passo 3

for k = 0 to 1 do
for j = 1 to n− 1 pardo

Pj :
i←− j + k(n− 1)
if i = 1 then

inizioblocco[1]← 1
else

f ←− edges[sortedges[i]]7→from
f’ ←− edges[sortedges[i− 1]]7→from
if f 6= f’ then

inizioblocco[f]←− sortedges[i]
end if

end if
end for

end for
Passo 4

for k = 0 to 1 do
for j = 1 to n− 1 pardo

Pj :
i = j + k(n− 1)
if i == 2(n− 1) then

edges[sortedges[i]]7→next ←− inizioblocco[n]
else

f ←− edges[sortedges[i]]7→from
f’ ←− edges[sortedges[i + 1]]7→from
if f 6= f’ then

edges[sortedges[i]]7→next ←− inizioblocco[f]
else

edges[sortedges[i]]7→next ←− sortedges[i + 1]
end if

end if
end for

end for
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Passo 5
for i = 1 to n− 1 pardo

e ←− edges[i]7→rev
TDE[i] ←− edges[e]7→next
TDE[e] ←− edges[i]7→next

end for
Algoritmo 18: Tour di Eulero

tipo ((from, to), rev, next), dove (from, to) sono gli estremi dell’arco, rev è il
puntatore all’arco reciproco e next è il puntatore al successivo nella lista.

Per concludere, Passo 5, costruiamo la struttura dati TDE inserendo nella posi-
zione i-esima il puntatore dell’arco successivo all’arco i nel Tour di Eulero.

Osservazione

La struttura dati cos̀ı ottenuta, benché rappresenti il Tour di Eulero, è difficilmente
utilizzabile in quanto non è possibile visitarla linearmente. Nelle applicazioni è invece
utile avere un vettore che corrisponda all’ordinamento dei vertici nel Tour di Eulero
(algoritmo 19). L’algoritmo utilizza i seguenti vettori:

• rank conterrà una numerazione degli archi e sarà costituito da due campi:
value, che conterrà alla fine il risultato dell’operazione di Somme prefisse su
rank e next che conterrà il puntatore all’elemento successivo.

• ord conterrà gli archi del Tour di Eulero ordinati

Nel Passo 6 ogni processore scrive un 1 nella propria posizione del vettore rank
in modo tale che contenga il numero di volte che ciascun arco è stato visitato da ogni
processore.

Nel Passo 7 si applicano le somme prefisse (algoritmo 16) al vettore rank.
Nel Passo 8 si esegue l’ordinamento degli archi per ottenere il Tour di Eulero.

4.2.2 Complessità

Nel Passo 1 viene eseguita un’operazione in parallelo da tutti i processori, che come
abbiamo già visto sono la metà del numero degli archi. Il caricamento dei dati nel
vettore è quindi realizzato in soli due passi, quindi O(1).

Il Passo 2 riferisce ad un generico algoritmo d’ordinamento: uno efficiente su N
elementi costa O(logN) con N processori.

Il Passo 3 viene anch’esso compiuto in tempo costante, poiché tutti i processori
riescono a confrontare tutte le coppie in soli due passi. Quindi O(1).

Il Passo 4 si riferisce alla costruzione delle liste circolari, create sfruttando l’ordine
del vettore e la sua divisione in blocchi. Per questo motivo ogni processore sa quando
e come reperire in tempo costante l’indirizzo del puntatore che deve allocare. La
complessità di questo passo è quindi O(1).

Il Passo 5 è anch’esso eseguito in tempo costante, poiché realizzato in parallelo
da tutti i processori, quindi O(1).

Da questa analisi, notiamo che la complessità dell’algoritmo dipende unicamen-
te dall’operazione d’ordinamento, poiché tutte le altre operazioni vengono realizza-
te in tempo costante. Quindi scegliendo un algoritmo d’ordinamento efficiente la
complessità dell’algoritmo 18 è O(logN).
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Passo 6
for i = 1 to n− 1 pardo

Pi :
rank[2i− 1]7→value ←− 1
if TDE[2i− 1]=1 then

rank[2i− 1]7→next ←− null
else

rank[2i− 1]7→next ←− TDE[2i− 1]
end if
rank[2i]7→value ←− 1
if TDE[2i]=1 then

rank[2i]7→next ←− null
else

rank[2i]7→next ←− TDE[2i]
end if

end for
Passo 7

applica le somme prefisse su rank
Passo 8

Pi :
for i = 1 to n− 1 pardo

ord[rank[2i− 1]] ←− 2i− 1
ord[rank[2i]] ←− 2i

end for
Algoritmo 19: Ordinamento degli archi del TDE
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Osservazione

Gli ulteriori passi descritti nell’algoritmo 19 non alterano la complessità generale del
Tour di Eulero in quanto il Passo 6 e il Passo 8 sono eseguiti in tempo costante,
mentre le somme prefisse del Passo 7 hanno complessità O(logN).

4.3 Utilizzo del Tour di Eulero

Vediamo ora come sfruttare il Tour di Eulero per giugere a soluzione di alcuni problemi
che nel calcolo sequenziale vengono risolti usando le visite, che invece risultano non
essere efficienti nel calcolo parallelo. Il modello di macchina a cui facciamo riferimento
è pertanto lo stesso visto nel paragrafo 4.1.

4.3.1 Radicare un grafo

Radicare un grafo G in un nodo r ∈ V (G), significa stabilire una relazione gerarchica
tra tutti i nodi in V (G) a partire dal vertice r, ottenendo cos̀ı un albero.

Essendo il TDE un cammino chiuso che rappresenta una visita in profondità del-
l’albero T , l’idea è quella di partire dalla prima occorrenza del vertice r e leggere il
TDE come una visita in profondità dell’albero T ′.

Riferendoci alla figura 4.1 radichiamo l’albero nel vertice 3 utilizzando l’agoritmo
20. Per cominciare calcoliamo il TDE a partire da questo vertice e memorizziamolo
come in figura 4.6.

Quindi assegnamo ad ogni arco il valore 1 e successivamente ne calcoliamo le som-
me prefisse S.

Figura 4.6: Radicazione dell’albero

Possiamo ora affermare che:

∀(x, y) ∈ E(G), x padre di y ⇔ S(x, y) < S(y, x)

Passo 0
Trovare il TDE a partire da v

Passo 1
Etichettare gli spigoli di TDE con 1

Passo 2
Calcolare le somme prefisse per TDE

Algoritmo 20: Radicare un grafo in v
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La complessità dell’algoritmo è O(log N) con O(N) processori perché:

Passo 0 Calcolare il TDE =⇒ O(log N)
Passo 1 Assegnare 1 agli spigoli =⇒ O(1)
Passo 2 Calcolare le somme prefisse =⇒ O(log N)

4.3.2 Visita Postorder

Per calcolare la visita Postorder agiamo come sopra, ma cambiamo il modo di nu-
merare gli archi. In questa visita etichettiamo con 1 gli archi il cui rev è già stato
incontrato nel TDE, altrimenti li etichettiamo con 0. Stiamo quindi prendendo in
considerazione l’ultimo arco uscente da ciascun nodo v (algoritmo 21).

Figura 4.7: Visita Postorder

Calcolando le somme prefisse otteniamo l’ordinamento Postorder dei vertici.
Possiamo ora affermare che:

∀ v 6= r ⇒ post[v] = S(v, p[v])
v = r ⇒ post[v] = n

dove post[] è il vettore contenente la visita Postorder e p[] è il padre del nodo
come definito nella sezione precedente.

Passo 0
Trovare il TDE a partire da un nodo qualsiasi

Passo 1
Etichettare gli spigoli del TDE come descritto sopra

Passo 2
Calcolare le somme prefisse per TDE

Algoritmo 21: Visita Postorder

La complessità dell’algoritmo è O(log N) con O(N) processori perché:

Passo 0 Calcolare il TDE =⇒ O(log N)
Passo 1 Assegnare 1/0 agli spigoli =⇒ O(1)
Passo 2 Calcolare le somme prefisse =⇒ O(log N)

4.3.3 Visita Preorder

In questa visita il modo di numerare gli archi è l’inverso del precedente. Assegniamo
etichetta 0 a quegli archi il cui rev è già stato incontrato nel TDE, altrimenti li
etichettiamo con 1. Stiamo quindi prendendo in considerazione il primo arco entrante
in ciascun nodo v (algoritmo 22).
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Figura 4.8: Visita Preorder

Calcolando le somme prefisse otteniamo l’ordinamento Preorder dei vertici.
Possiamo ora affermare che:

v = r ⇒ pre[v] = 1
∀ v 6= r ⇒ pre[v] = S(p[v], v) + 1

dove pre[] è il vettore contenente la visita Preorder.

Passo 0
Trovare il TDE a partire da un nodo qualsiasi

Passo 1
Etichettare gli spigoli del TDE come descritto sopra

Passo 2
Calcolare le somme prefisse per TDE

Algoritmo 22: Visita Preorder

La complessità dell’algoritmo è O(log N) con O(N) processori perché:

Passo 0 Calcolare il TDE =⇒ O(log N)
Passo 1 Assegnare 1/0 agli spigoli =⇒ O(1)
Passo 2 Calcolare le somme prefisse =⇒ O(log N)

4.3.4 Livello di un vertice

Vogliamo individuare il livello di ciascun vertice nel grafo radicato. Quindi etichettia-
mo con 1 a quegli archi il cui rev è già stato incontrato nel TDE, con −1 altrimenti.
L’idea è quella di incrementare il livello quando entriamo per la prima volta in un
nodo e di decrementarlo quando usciamo per l’ultima volta da tale nodo (algoritmo
23).

Figura 4.9: Livello di un vertice

Calcolando le somme prefisse otteniamo il livello di ciascun nodo.
Possiamo ora affermare che:
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v = r ⇒ lev[v] = 0
∀ v 6= r ⇒ lev[v] = S(p[v], v)

dove lev[] è il vettore contenente i livelli dei nodi.

Passo 0
Trovare il TDE a partire da un nodo qualsiasi

Passo 1
Etichettare gli spigoli del TDE come descritto sopra

Passo 2
Calcolare le somme prefisse per TDE

Algoritmo 23: Livello di un vertice

La complessità dell’algoritmo è O(log N) con O(N) processori perché:

Passo 0 Calcolare il TDE =⇒ O(log N)
Passo 1 Assegnare 1/− 1 agli spigoli =⇒ O(1)
Passo 2 Calcolare le somme prefisse =⇒ O(log N)

4.3.5 Discendenti di un nodo

L’idea è di sfruttare la visita Postorder per calcolare il numero dei discendenti di un
nodo compreso il nodo stesso. Gli archi del TDE vengono pertanto etichettati allo
stesso modo (algoritmo 24).

Figura 4.10: Discendenti di un nodo

Possiamo ora affermare che:

v = r ⇒ size[v] = n
∀ v 6= r ⇒ size[v] = S(v, p[v])︸ ︷︷ ︸

ultima apparizione di v

− S(p[v], v)︸ ︷︷ ︸
prima apparizione di v

dove size[] è il vettore contenente il numero di discendenti di ciascun nodo
compreso se stesso.

Passo 0
Trovare il TDE a partire da un nodo qualsiasi

Passo 1
Etichettare gli spigoli del TDE come descritto sopra

Passo 2
Calcolare le somme prefisse per TDE

Algoritmo 24: Discendenti di un nodo
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La complessità dell’algoritmo è O(log N) con O(N) processori perché:

Passo 0 Calcolare il TDE =⇒ O(log N)
Passo 1 Assegnare 1/0 agli spigoli =⇒ O(1)
Passo 2 Calcolare le somme prefisse =⇒ O(log N)

4.3.6 Visita Inorder

Per implementare la visita Inorder abbiamo bisogno di caratterizzare i vertici in modo
tale da distinguerli per numero di figli. Infatti ogni nodo compare nel TDE tre volte
se ha due figli mentre una sola volta se è una foglia (ovvero non ha figli). Introduciamo
dunque una nuova etichettatura definita nel seguente modo:

left[i] = 1 ⇔ lev[i.pred] < lev[i]
right[i] = 1 ⇔ lev[i.next] < lev[i]

Per la visita Inorder, l’albero binario deve essere bilanciato (ovvero deve avere o
nessuno o due figli), altrimenti non avremmo modo di distinguere se l’unico figlio sia
destro o sinistro. Si dice anche che tali alberi hanno la proprietà 0/2 . Consideriamo
quindi un albero come quello in figura 4.11.

Figura 4.11: Albero con proprietà 0/2

La numerazione Inorder di questo albero è mostrata in figura 4.12.

Figura 4.12: Visita Inorder
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Se i nodi sono foglie, come abbiamo già notato, compaiono nel TDE solo una
volta ed avranno left[] e right[] entrambi uguali ad 1; se sono nodi interni, sa-
ranno presenti nel TDE tre volte ed avranno left[] e right[] entrambi uguali ad 0
solamente la seconda volta che compaiono2. La numerazione inorder etichetterà con 1
solo tali vertici (ovvero quelli per cui left[]=right[]). Successivamente si calcolano
le somme prefisse (algoritmo 25.

Passo 0
Trovare il TDE a partire da un nodo qualsiasi

Passo 1
Calcolare left[ ] e right[ ]

Passo 2
Calcolare le somme prefisse per TDE

Algoritmo 25: Visita Inorder

La complessità dell’algoritmo è O(log N) con O(N) processori perché:

Passo 0 Calcolare il TDE =⇒ O(log N)
Passo 1 Calcolare left e right =⇒ O(1)
Passo 2 Calcolare le somme prefisse =⇒ O(log N)

4.3.7 LCA (Lowest Common Ancestor)

Vediamo ora una tecnica che ci consente di individuare, dati due nodi u, v, il loro
antenato comune di livello più basso LCA(u, v), ovvero più distante dalla radice
(algoritmo 26). Nella figura 4.13 è riportato un esempio.

Figura 4.13: Esempio di LCA

Bisogna notare che in alcuni casi questa ricerca può essere effettuata in tempo
costante. Se l’albero è un cammino semplice la ricerca si riduce al calcolo della
distanza dei due nodi dalla radice: il LCA sarà il nodo con distanza minore. Se
abbiamo un albero binario completo (figura 4.14), sfruttando la numerazione infissa
binaria dei nodi, è possibile trovare il LCA facendo un semplice confronto su tali
etichette.

2Per i nodi interni, il momento è significativo solo quando non vengono attraversati né per la
prima volta da sinistra né per la prima volta da destra.
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Figura 4.14: LCA su albero binario completo

In questo caso si sfrutta il fatto che in alberi con una tale etichettatura, i due sot-
toalberi della radice differiscono tra loro solo nel bit più significativo, e tale proprietà
vale per ogni nodo.

Il confronto tra le etichette dei nodi u, v viene pertanto effettuato nel seguente
modo:

• partendo dalla cifra più significativa, si identifica la prima coppia di bit in cui
u e v differiscono,

• l’etichetta del LCA(u, v) si ricava riscrivendo i bit uguali fino al primo in cui
differiscono, impostando ad 1 quello diverso e a 0 i rimanenti.

In figura 4.15 si può vedere un’esempio di funzionamento dell’algoritmo LCA.

Figura 4.15: Funzionamento del LCA

Osservazione 2 Questa tecnica non funziona se i nodi si trovano sullo stesso cam-
mino (0010− 0011). In questo caso vale il caso del cammino semplice.

In generale abbiamo bisogno del Tour di Eulero. In particolare notiamo che vale

Lemma 2 ∀(u, v) ∈ T

1. u è antecedente di v ⇔ left[u] < left[v] < right[u] 3

tra la prima e l’ultima apparizione di u c’è la prima apparizione di v

3left[] e right[] sono definiti come nella sezione precedente.
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2. u � v ⇔ right[u] < left[v] ∨ right[v] < left[u]
u e v non sono tra loro confrontabili, nessuno è antecedente dell’altro, se e solo se
compaiono prima tutte le u e poi tutte le v o viceversa

3. se u � v ⇒ LCA(u, v) è la radice del sottoalbero comune a u e v, cioè il vertice di
livello più basso compreso tra right[u] e left[v].
il LCA(u, v) va ricercato tra la prima apparizione di u e l’ultima di v

Passo 0
Trovare il TDE a partire dalla radice

Passo 1
Calcolare level[ ], left[ ] e right[ ]

Passo 2
Trovare l’LCA sfruttando il lemma 2

Algoritmo 26: LCA

Per esempio nell’albero in figura 4.13 LCA(d, h) sarà b come mostrato in figura
4.16

Figura 4.16: Il LCA(d, h) è b

Il tempo computazionale di questo algoritmo su un modello di macchina EREW con
O(N) processori è dato da O(log N) dove:

Passo 1 Calcolare il TDE =⇒ O(log N)
Passo 2 Calcolare level[], left[] e right[] =⇒ O(1)
Passo 3 Ricerca del minimo in level[] =⇒ O(log N)
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Dal momento che le visite in ampiezza e profondità sono difficilmente parallelizzabili,
in questo capitolo presentiamo due metodi che permettono di lavorare sui grafi senza
dover ricorrere a tali visite. Mostriamo innanzitutto una tecnica di partizionamento
parallelo degli archi di un grafo utilizzata come passo di decomposizione per grafi
complessi e successivamente un algoritmo per la ricerca di componenti connesse.

5.1 Ear decomposition

Definizione 15 (Ear Decomposition) La EarDecomposition di un grafo non orien-
tato G = (V,E) è una partizione di E in un insieme ordinato di cammini semplici,
che possono essere anche chiusi, detti Ear, tali che ogni estremità di un cammino sia
contenuta in un cammino precedente, ma nessun punto interno di ciascun cammino
sia contenuto in nessun altro cammino. In generale una ear decomposition non è
unica.

Vediamo un esempio di Ear Decomposition in figura 5.1.

Figura 5.1: Ear Decomposition

Una caratterizzazione della Ear Decomposition consiste nell’individuare un ciclo
nel grafo che sia il punto di partenza della partizione (P0 in figura 5.1).

Diamo ora alcune definizioni che sfutteremo in seguito.
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Definizione 16 (Punto di articolazione) Un punto di articolazione è un vertice
v ∈ G la cui rimozione disconnette il grafo G in almeno due componenti connesse.

Definizione 17 (Ponte) Un ponte è un arco e ∈ G la cui rimozione disconnette il
grafo. Un ponte sarà quindi un arco che unisce due punti di articolazione.

Definizione 18 (Grafo biconnesso) Un grafo si dice biconnesso se non ha punti
di articolazione, ovvero se per ogni coppia di vertici ci sono almeno due cammini
disgiunti che li congiungono.

Osservazione 3 E’ possibile effettuare una Ear Decomposition di un grafo non orien-
tato se e solo se questo è privo di ponti. Se il grafo è anche biconnesso questa proprietà
è condizione necessaria e sufficiente affinché l’Ear Decomposition sia aperta, cioè una
decomposizione in cui l’unico ciclo è la prima classe della partizione.

Presa una Ear Decomposition, se eliminiamo uno spigolo da ciascuna Ear, quello
che otteniamo è uno Spanning Tree del grafo di partenza. In questo modo abbiamo
messo in connessione alberi di copertura e decomposizioni. L’algoritmo che presen-
tiamo (algoritmo 27) simula il procedimento inverso, ovvero dato uno Spanning Tree
inserisce gli spigoli opportunamente in modo da ottenere una Ear Decomposition. In
particolare si aggiungono solo quegli spigoli che formino dei cicli che non abbiano
spigoli in comune con cicli creati precedentemente, in questo modo siamo sicuri di
avere una partizione degli archi. Tali cicli creati aggiungendo spigoli allo Spanning
Tree vengono detti cicli fondamentali.

Passo 1
trovare un qualsiasi Spanning Tree T

Passo 2
numerare gli spigoli del grafo con le somme prefisse S

Passo 3
∀ arco e = (x, y) 6∈ T trovare LCA(x, y)

Passo 4
∀e 6∈ T , etichettare e con la coppia label(e) = (level[e],S(e)) dove level[e] =
level[LCA(x, y)]

Passo 5
∀e ∈ T selezionare il ciclo fondamentale a cui appartiene

Passo 6
individuare le Ear

Algoritmo 27: Ear Decomposition

Osservazione 4 Notiamo che, ogni spigolo dell’albero può appartenere a più cicli
fondamentali e pertanto verrà inserito in quello di etichetta minima. Questa scelta
di minimalità ci garantisce che l’algoritmo sia corretto, ovvero quello che otteniamo
è una partizione degli spigoli del grafo.

In un grafo con n vertici ed m spigoli, lavorando con una CRCW con O(M)
processori (con m = M), possiamo considerare i seguenti costi:

Passo 1 O(log n) [10]

Passo 2 O(log m) algoritmo 16
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Passo 3 O(log m) algoritmo 26

Passo 4 O(1) algoritmo 23

Passo 5 O(log m) Esegue la selezione per ognuno del log m archi dell’albero.

Passo 6 O(log m) C’è una Ear per ogni arco.

Quindi la complessità dell’algoritmo è O(log m) + O(log n).
Vediamo il funzionamento dell’algoritmo con un esempio.
Abbiamo bisogno di un grafo che soddisfi le proprietà viste precedentemente,

prendiamo quello in figura 5.2.

Figura 5.2: Grafo G

Costruiamo lo Spanning Tree T in figura 5.3 e numeriamo gli spigoli di G utiliz-
zando le somme prefisse.
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Figura 5.3: Spanning Tree T
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Definiamo il livello dello spigolo e = (u, v) come

level(e) = level(LCA(u, v))

Possiamo etichettare gli spigoli che non appartengono all’albero come

∀ e 6∈ T : label(e) = (level(e),S(e))

ottenendo

Spigolo Label
(1, 3) (0, 2)
(3, 6) (1, 5)
(5, 6) (2, 8)
(4, 6) (4, 16)
(3, 4) (1, 6)
(2, 4) (0, 4)
(10, 7) (3, 11)

Le ear sono tante quanti sono i cicli fondamentali e ogni ear sarà caratterizzata
da uno spigolo non dell’albero (quelli sottolineati nella tabella successiva).

Ora dobbiamo decidere quali spigoli dell’albero assegnare alle varie classi per creare
la partizione: per ogni spigolo dell’albero

• se appartiene ad un solo ciclo fondamentale, lo assegnamo a tale ciclo

• se appartiene a più cicli fondamentali, selezioniamo quello di etichetta minima

Label Ear
(0, 2) : (1, 3), (1, 2), (2, 3)
(0, 4) : (2, 4), (3, 5), (5, 7), (7, 6), (6, 8), (8, 4)
(1, 5) : (3, 6)
(1, 6) : (3, 4)
(2, 8) : (5, 6)
(3, 11) : (10, 7), (8, 9), (9, 10)
(4, 16) : (4, 6)

Dalla figura 5.4 alla figura 5.11 è mostrato il processo di costruzione delle Ear.
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Figura 5.4: Costruzione della Ear - Albero iniziale
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Figura 5.5: Costruzione della Ear - Inserimento arco (1, 3)
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Figura 5.6: Costruzione della Ear - Inserimento arco (2, 4)
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Figura 5.7: Costruzione della Ear - Inserimento arco (3, 6)
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Figura 5.8: Costruzione della Ear - Inserimento arco (3, 4)
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Figura 5.9: Costruzione della Ear - Inserimento arco (5, 6)
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Figura 5.10: Costruzione della Ear - Inserimento arco (10, 7)
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Figura 5.11: Costruzione della Ear - Inserimento arco (4, 6)

89



5.2. COMPONENTI CONNESSE

5.2 Componenti connesse

Come accennato in precedenza, nella ricerca parallela delle componenti connesse di un
grafo non possiamo sfruttare le visite come nella ricerca seriale. La strategia è quella
di accorpare (in parallelo) determinati nodi tra di loro. Ad ogni passo si generano
delle pseudo-foreste, ovvero un insieme di “alberi” orientati con un unico ciclo (figura
5.12).

Figura 5.12: Pseudo-foresta

Dato in input un grafo non connesso G, per generare la pseudo-foresta ogni vertice
seleziona il vicino di numerazione minore e inserisce un arco tra se stesso e tale vicino.
Successivamente, utilizzando la tecnica del salto del puntatore, ricerchiamo per ogni
grafo cos̀ı ottenuto la radice di appartenenza per creare gli alberi. Cos̀ı abbiamo
la garanzia di ottenere una pseudo-foresta perché il vertice di numerazione minore
fa parte del ciclo e non ce ne possono essere altri. In questo modo si vengono a
individuare nel grafo di partenza dei meganodi , ovvero degli insiemi di vertici (figura
5.13). Il procedimento viene riapplicato a tali meganodi, fino a che non si arrivi a dei
meganodi isolati. A questo punto abbiamo trovato le componenti connesse.

Osservazione 5 Si preferisce utilizzare una struttura a stella per i grafi della pseudo-
foresta per ridurre il tempo di ricerca dei meganodi.

Vediamo tale procedimento con un esempio. In figura 5.13 viene riportata la
pseudo-foresta iniziale G, gli alberi che si vengono a generare e il corrispondente rag-
gruppamento in meganodi. Nelle figure 5.14 e 5.15 sono rappresentate le configurazioni
successive.

Successivamente, è necessario ripercorrere a ritroso il cammino fatto per sapere
quali vertici del grafo di partenza appartengono a ciascuna componente.

5.2.1 Algoritmo per grafi densi

Il grafo in input è rappresentato con una matrice di adiacenza A(n× n) in cui si assume
che ogni nodo sia adiacente a se stesso. L’algoritmo 28 parte da questa struttura e
produce come output il vettore D di lunghezza n tale che l’elemento D[i] sia il più
piccolo vertice della componente connessa contenente i. Utilizziamo inoltre:

• Ck è il vettore che contiene la radice dei meganodi correnti

• nk è il numero di meganodi non isolati
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Figura 5.13: Ricerca di componenti connesse - Configurazione iniziale e primo passo
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Figura 5.14: Ricerca di componenti connesse - Secondo passo

Figura 5.15: Ricerca di componenti connesse - Terzo passo
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5.2. COMPONENTI CONNESSE

• Ak(nk × nk) è la matrice di adiacenza alla k-esima iterazione del ciclo while

Passo 1
A0 = A, k = 0, nk = n
for i = 0 to n pardo

Pi :
D[i]← i

end for
Passo 2

while nk > 0 do
a. k ← k + 1
b. ∀Ck[v]← min{u | Ak−1(u, v) = 1} se u 6= v, v altrimenti
c. condensa ogni albero in un meganodo
d. costruisce Ak(nk × nk)
e. ∀v D[v] = Ck[D[v]]

end while
Algoritmo 28: Ricerca di componenti connesse per grafi densi

Nelle figure 5.16-5.18 sono mostrate le iterazioni dell’algoritmo per il grafo in figura
5.13.

3 41 2 7 85 6 9 12 1310 11 14

C1 3 21 2 1 63 4 1 10 1110 11 10

Salto del

puntatore su C1

3 21 2 1 23 2 1 10 1110 11 10

3 21 2 1 23 2 1 4 54 5 4
Somme

prefisse

D 3 21 2 1 23 2 1 4 54 5 4

3 41 2 7 85 6 9 12 1310 11 14

Figura 5.16: Algoritmo per grafi densi - prima iterazione

Il tempo computazionale di questo algoritmo è dato da O(log2 n) su un modello di
macchina CRCW con N2 processori su un grafo con n vertici (con n = N) in quanto:

Passo 1 O(1) con 1 processore

Passo 2 O(log2 n) su CRCW con N2 processori (il ciclo while viene ripetuto log n
volte); in dettaglio

a. O(1) con N processori

b. O(log nk) con N2 processori

c. O(log nk) su modello CR con N processori, infatti

• la ricerca delle radici ha tempo computazionale O(log n) con N
processori su un modello di macchina a lettura concorrente
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3 41 2 5

C2 1 41 1 4

Salto del

puntatore su C2

1 41 1 4

1 21 1 2
Somme

prefisse

D 1 11 1 1 11 1 1 2 22 2 2

3 41 2 7 85 6 9 12 1310 11 14

Figura 5.17: Algoritmo per grafi densi - seconda iterazione

1 2

C3 1 2

Salto del

puntatore su C3

1 2

1 2
Somme

prefisse

D 1 11 1 1 11 1 1 2 22 2 2

3 41 2 7 85 6 9 12 1310 11 14

Figura 5.18: Algoritmo per grafi densi - terza iterazione
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5.2. COMPONENTI CONNESSE

• ordinare il vettore delle radici ha tempo computazionale O(log n)
con N processori

• individuare i blocchi ha tempo computazionale O(1) con N proces-
sori

• scrivere 1/0 ha tempo computazionale O(1) con N processori

• effettuare le somme prefisse ha tempo computazionale O(log n) con
N processori

d. O(1) su modello CW con N2 processori1

e. O(1) perché eseguito in parallelo

5.2.2 Algoritmo per grafi sparsi

Presentiamo ora una versione dell’algoritmo per grafi sparsi rappresentati tramite
liste di spigoli. Cerchiamo inoltre di diminuire il tempo computazionale da O(log2 n)
a O(log n) andando ad eliminare i passi log n all’interno del ciclo fondamentale, ossia
la ricerca dell’adiacente di indice minimo e il salto del puntatore (per costruire la
stella).

Osservazione 6 Non passiamo da un’albero ad una stella perché ha un tempo com-
putazionale troppo alto, ma eseguiamo un solo passo del salto del puntatore in tempo
costante per diminuire l’altezza dell’albero.

Introduciamo a tal scopo l’operazione di innesto: dati due alberi T1 e T2, se la
radice di T1 è maggiore della radice di T2, si aggancia la radice del primo ad un
qualsiasi vertice interno del secondo che non sia una foglia. In questo modo non c’è
bisogno della ricerca delle radici. Per evitare di incorrere nel problema del doppio
innesto incrociato (figura 5.19), si aggancia in tempo costante, l’albero di radice
minima.

Figura 5.19: Doppio innesto incrociato

L’algoritmo 29 prende in input la lista d’adiacenza degli spigoli del grafo G =
(V,E) e la pseudo-foresta iniziale D composta da tutti i singoli nodi del grafo e
restituisce in output rappresentata dal vettore delle componenti connesse D[].

Nell’algoritmo 30 vediamo come controllare se siamo in presenza di una stella
(Passo 2 dell’algoritmo 29).

1Se si volesse eliminare la concorrenza in scrittura, il tempo da costante diventerebbe dell’ordine
di O(log n).
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Passo 0
Fine=false
while Fine = false do

Passo 1
for (i, j) ∈ E(G) pardo

if D(i) = D(D(i)) ∧ D(j) < D(i) then
D(D(i))← D(j)

end if
end for

Passo 2
for (i, j) ∈ E(G) pardo

if i ∈ Stella ∧D(j) 6= D(i) then
D(D(i))← D(j)

end if
end for

Passo 3
if sono tutte stelle then

Fine ← true
else

D(i)← D(D(i))
end if

end while
Algoritmo 29: Ricerca di componenti connesse per grafi sparsi

for ∀i ∈ V pardo
Stella(i) = true
if D(i) 6= D(D(i)) then

Stella(i) = Stella(D(i)) = Stella(D(D(i))) = false
end if
Stella(i)← Stella(D(i))

end for
Algoritmo 30: Ricerca di una stella

95



5.2. COMPONENTI CONNESSE

Osservazione 7 Separiamo l’innesto in generale (Passo 1) dall’innesto di stelle
(Passo 2) per evitare l’innesto incrociato e l’innesto su foglie. Infatti se avessimo una
stella non si terrebbe conto della minimalità perché potrebbe non esser mai agganciata.
Inoltre vengono introdotti dei nodi fittizi per poter effettuare l’innesto già al primo
passo senza correre il rischio di agganciare a foglie.

Mostriamo il funzionamento dell’algoritmo 29 nell’esempio seguente. Partiamo
dalla configurazione iniziale in figura 5.20.

3

6

8

1

4

7

5

2

11

9

10

12

1’

1

2’

2

3’

3

12’

12. . .

D 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 5.20: Algoritmo per grafi sparsi - configurazione iniziale

Dopo l’applicazione del Passo 1 si ottiene la configurazione in figura 5.21, che
non sarà l’unica in quanto dipende dalla concorrenza in scrittura. Nella stessa figura,
la linea tratteggiata tra i nodi 10 e 3 e tra i nodi 1 e 8 rappresenta l’applicazione del
Passo 2.

D 1 2 3 1 2 1 2 1 3 3 2 3

10’

10

3

3’9 12

9’ 12’ 8’

8

1

1’6 4

6’ 4’

2

2’5 7

5’ 7’

11

11’

Figura 5.21: Algoritmo per grafi sparsi - configurazione dopo il Passo 1 e il Passo 2

Poiché le componenti ottenute non sono tutte stelle al Passo 3 si deve effettuare
un passo di salto del puntatore, ottenendo la configurazione in figura 5.22 che è anche
la configurazione finale.
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Figura 5.22: Algoritmo per grafi sparsi - configurazione dopo il Passo 3 e
configurazione finale
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Il tempo computazionale di questo algoritmo è dato da:

Passo 1 l’operazione di innesto impiega tempo costante O(1) su una macchina CR-
CW con M processori (tanti quanti sono gli spigoli)

Passo 2 l’innesto di stelle su alberi impiega tempo costante su una macchina CRCW
con M processori (più N che controllano se abbiamo una stella in tempo costante
O(1) su una macchina CRCW )

Passo 3 un solo passo di salto del puntatore viene effettuato in tempo costante O(1)

In generale, su una P-RAM CRCW con M + N processori, sappiamo fare tutte le
operazioni nel ciclo più esterno (Passo 0) in tempo costante. Dobbiamo ora calcolare
quante volte viene effettuato tale ciclo. Sia K una componente connessa, |K| il
numero di vertici in K e ht(K) la somma delle altezze degli alberi (nella pseudo-
foresta iniziale) contenenti i vertici di K alla t-esima iterazione. Se l’algoritmo non è
ancora terminato, possiamo affermare che ht(K) ≤

(
2
3

)t |K|. Per induzione, quando
t = 0, h0(K) ≤ |K|. Nelle iterazioni successive, dal momento che non innestiamo
sulle foglie e quindi vale h(T ) ≤ h(Ti) + h(Tj),

ht(K) ≤ 2
3
ht−1(K) =⇒ ht(K) ≤ 2

3
(h(Ti) + h(Tj))
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ovvero si riduce l’altezza dell’albero di 2
3 perché ogni 3 nodi diminuiamo di 2 passi,

con un solo salto del puntatore e dunque in un tempo logaritmico sul numero di passi
(log 2

3
passi) si ottengono tutte le stelle.

5.3 Contrazione di alberi

L’operazione di contrazione di alberi nasce dall’esigenza di operare in tempi logaritmici
anche su alberi non bilanciati, a patto che posseggano la proprietà 0/2 (vedi pagina
78). Infatti sappiamo che su di un albero binario completo è possibile operare in
tempi logaritmici, mentre su di un albero totalmente sbilanciato (cammino) non si
può scendere al di sotto di tempi lineari. In tal caso, per rispettare la proprietà 0/2,
è necessario introdurre dei nodi fittizi (⊗ in figura 5.23). Questa non è una richiesta
costosa, infatti partendo da N processori e n nodi (con n = N), in parallelo e in
tempo costante, ogni nodo controlla se ha un solo figlio e in tal caso ne aggiunge
uno fittizio (anche in termini di spazio non abbiamo grossi problemi in quanto al più
inseriamo O(n) nodi fittizi).

Figura 5.23: Cammino più nodi fittizi

La contrazione di alberi si realizza tramite una ripetuta applicazione di opera-
zioni di rake definita come segue:

Definizione 19 (Operazione di Rake) E’ un’operazione di compressione applica-
ta alle foglie di un albero con proprietà 0/2. Formalmente:

- identificare una foglia

- eliminare la foglia e il padre e agganciare il fratello al nonno (figura 5.24)

Figura 5.24: Operazione di Rake

5.3.1 Algoritmo

L’algoritmo 31 utilizza un vettore d’appoggio V in cui inserire le foglie ordinate da
sinistra a destra, escluse le estremali.
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Passo 1
1. numerazione inorder dei nodi dell’albero
2. individuazione delle foglie tramite le somme prefisse S
3. inserimento ordinato delle foglie nel vettore V

Passo 2
while ci sono foglie in V do

1. applicare il rake in parallelo su elementi di indice dispari che sono figli sinistri
2. applicare il rake in parallelo sui rimanenti elementi di indice dispari
3. V ← Vpari

end while
Algoritmo 31: Contrazione di alberi

Su modello di P-RAM EREW con N processori (dove N = n e n è il numero dei
nodi dell’albero), il tempo computazionale dell’algoritmo è dato da:

Passo 1 O(log n) in dettaglio:

1. O(log n) (vedi algoritmo 25)

2. O(1) (vedi algoritmo 16)

3. O(1) in parallelo

Passo 2 O(log n) perché ad ogni passo si dimezza il vettore V

1. O(1) per definizione di rake

2. O(1) per definizione di rake

3. O(1) in parallelo

In totale la contrazione di un albero con successive applicazioni dell’operazione di
rake impiega un tempo O(log n) con N processori.

Osservazione 8 Poiché vogliamo un modello di P-RAM EREW, bisogna fare atten-
zione a non operare contemporaneamente su foglie con lo stesso padre in modo da
evitare problemi di concorrenza in scrittura. La garanzia che questo non avvenga è
data dalla separazione di selezione rischiosa tramite i passi 2.1 e 2.2.

Mostriamo un esempio del funzionamento dell’algoritmo nelle figure 5.25-5.28.
Partiamo dall’albero in cui i nodi sono già stati numerati e le foglie sono già state
inserite nel vettore V. L’algoritmo itera finché non sarà più possibile contrarre, ossia
quando rimane la sola radice avente come figli le due foglie estremali.

5.3.2 Applicazioni

Vediamo ora due esempi di applicazione dell’operazione di rake:

? calcolo di espressioni su parsing tree

? calcolo del minimo del sottoalbero
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Figura 5.25: Algoritmo di contrazione di alberi - Prima iterazione
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Figura 5.26: Algoritmo di contrazione di alberi - Seconda iterazione

Figura 5.27: Algoritmo di contrazione di alberi - Terza iterazione

Figura 5.28: Algoritmo di contrazione di alberi - Situazione finale
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Calcolo di espressioni

L’idea alla base è quella di portare avanti un’espressione incognita che verrà esplici-
tata non appena possibile. Ogni nodo contiene un valore numerico o un’operazione
(aritmetica binaria). Inoltre, ad ogni nodo è associata una coppia di valori (a, b)
che rappresentano i coefficienti dell’equazione lineare aX + b, dove X rappresenta il
contenuto del nodo stesso (figura 5.29).

X (a, b)

aX + b

Figura 5.29: Esempio di nodo

L’algoritmo procede applicando ripetutamente l’operazione di rake, eliminando un
nodo v e suo padre p(v) e sostituendo al valore contenuto nel fratello f(v) un nuovo
valore dipendente dal tipo di operazione (contenuta in p(v)) che si deve eseguire. Il
nuovo valore è calcolato nel modo seguente:

• se opp(v) = +, allora{
a′f(v) = ap(v)af(v)

b′f(v) = ap(v)

[
(avv + bv) p(v)bf(v)

]
+ bf(v)

• se opp(v) = ∗, allora{
a′f(v) = ap(v)

[
(avv + bv) p(v)af(v)

]
b′f(v) = ap(v)

[
(avv + bv) p(v)bf(v)

]
+ bp(v)

Vediamo come viene applicato tale procedimento ad un esempio. Sia dato un
parsing tree come quello in figura 5.30.

+

*

5+

41

(1, 0)

10 (1, 0)(1, 0)

(1, 0)

(1, 0)

(1, 0)

(1, 0)

Figura 5.30: Calcolo di espressioni - parsing tree iniziale

Dopo due applicazioni dell’operazione di rake si ottengono gli alberi in figura 5.31,
mentre l’ultimo passo calcola semplicemente il valore alla radice:

ap(v)p(v) + bp(v) = 1 [(5 · 1 + 20) + (1 · 10 + 0)] = 25 + 10 = 35
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+

*

51

(1, 0)

10 (1, 0)(1, 0)

(1,4) (1, 0)

+

1

(1, 0)

10 (1, 0)(5, 20)

Figura 5.31: Calcolo di espressioni - alberi dopo le prime due applicazioni

Calcolo del minimo del sottoalbero

Per ogni nodo dell’albero vogliamo calcolare il nodo con etichetta minima nel sottoal-
bero radicato in esso, in particolare per le foglie il minimo sarà la foglia stessa.

Un approccio immediato sarebbe quello di utilizzare l’operazione di rake analoga-
mente ai casi precedentemente studiati, ossia mettendo in gioco un nodo v, suo padre
p(v) e suo fratello f(v). In questo modo però non si arriva al risultato corretto perché,
come si può vedere nell’esempio in figura 5.33, si perdono informazioni sui valori delle
foglie.

10

9

8

4

1

6 7

3 13

5 2

12 11

2

1

Figura 5.32: Calcolo del minimo di un sottoalbero - albero d’esempio

Vengono quindi alterati dei valori: o un nodo prende il minimo del sottoalbe-
ro del fratello, oppure un nodo padre può essere eliminato prima che prenda in
considerazione le informazioni dei suoi sottoalberi.

La soluzione consiste nel mettere in gioco tre nodi che appartengano allo stesso
cammino: il nodo v, suo padre p(v) e suo nonno p(p(v)). In questo modo si separa
il calcolo sui due sottoalberi dal momento che ad un nodo arrivano due minimi, uno
da sinistra e uno da destra. Inoltre, per portare l’informazione fino alla radice e poi
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3 13

5 11
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8 3

5 11
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8 4
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1

2

1
1

1

Situazione anomala:

il nodo prende il minimo

del sottoalbero del fratello

Situazione anomala:

il nodo viene eliminato prima

di analizzare i suoi sottoalberi

Figura 5.33: Esempio in cui il rake fallisce

ridistribuirla su tutti i nodi dell’albero, si introduce l’operazione di unrake che opera
in modo inverso rispetto a quella di rake.

Per ogni nodo abbiamo bisogno di tre informazioni (tabella dei minimi in figura
5.34): il valore minimo finale (minfin(v)), il minimo nel sottoalbero sinistro (minsn(v))
e il minimo nel sottoalbero destro (mindx(v)).

v 1 2 3 4 5 · · ·
minfin(v) 1 2 3 4 5 · · ·
minsn(v) 1 2 3 4 5 · · ·
mindx(v) 1 2 3 4 5 · · ·

Figura 5.34: Tabella dei minimi

Mostriamo il funzionamento dell’algoritmo nell’esempio seguente. Partendo dal-
l’albero in figura 5.32, la tabella dei minimi viene aggiornata come mostrato in figura
5.35, mentre l’evoluzione dell’albero è data in figura 5.36.

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
minfin(v) 2 1
minsn(v)
mindx(v) 2 1

Figura 5.35: Tabella dei minimi - primo ciclo del rake

Osservazione 9 Il Passo 3 dell’algoritmo, ovvero l’operazione di unrake, viene ef-
fettuata per tutti i nodi tipo quello etichettato con il 7 nella figura 5.32 che sono stati
tolti prima di poter recuperare le informazioni da tutto il proprio sottoalbero.

A conclusione di questo paragrafo si noti che questo procedimento può essere
utilizzato per calcolare qualunque valore corrispondente ad una data proprietà.
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Passo 1
for v ∈ T pardo

minfin(v)← minsn(v)← mindx(v)← v
end for

Passo 2: Rake
if v < p(p(v)) then

minfin(p(v))← min{minfin(p(v)),minfin(v)}
minsn(p(p(v)))← min{minfin(p(v)),minfin(p(p(v)))}

else
minfin(p(v))← min{minfin(p(v)),minfin(v)}
mindx(p(p(v)))← min{minfin(p(v)),minfin(p(p(v)))}

end if
Passo 3: Unrake

for v ∈ T eliminato prima di recuperare l’informazione pardo
minfin(p(v))← min{minfin(p(v)),minfin(f(v))}

end for
Algoritmo 32: Calcolo del minimo del sottoalbero
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Figura 5.36: Calcolo del minimo del sottoalbero - Evoluzione dell’esempio
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5.4 Colorazione di cicli

Definizione 20 (k-colorazione) Dato un grafo G e un insieme di k colori, Color =
(c0, c1, . . . , ck), per k-colorazione (ammissibile) dei nodi del grafo si intende una
funzione di colorazione C : V (G)→ Color tale che ∀(u, v) ∈ E(G), C(u) 6= C(v).

In questa sezione considereremo dei grafi che siano cicli semplici. Sappiamo che
per colorare un ciclo pari sono sufficienti 2 colori , mentre se il ciclo è dispari ne
servono 3 (figura 5.37). Parleremo quindi di 3-colorazione di cicli.

1

0

1

0

1

0
0

1 0

1

2

Figura 5.37: Colorazione di un ciclo pari e di un ciclo dispari

Riportiamo un primo algoritmo (algoritmo 33) che calcola una 3-colorazione di
un ciclo. L’idea è quella di aprire il ciclo in un punto arbitrario cos̀ı da ottenere
un cammino semplice e colorare alternativamente i nodi. Utilizzando una P-RAM
EREW con O(N) processori (N = n, con n = |V (G)| ), il tempo computazionale è
O(log n).

Passo 1
numerare i vertici con le S

Passo 2
for i = 1 to n pardo

if i è pari then
C(vi) = 0

else
C(vi) = 1

end if
end for

Passo 3
if n è pari then

Fine
else

C(vn) = 2
end if

Algoritmo 33: 3-colorazione di cicli

Analizziamo ora un algoritmo che abbassa il tempo computazionale a O(log∗ n)
dove lo ∗ indica le potenze successive del logaritmo, cioé

log (log (· · · (log n) · · · ))︸ ︷︷ ︸
∗ volte
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L’algoritmo parte da una colorazione ammissibile del ciclo G, come quella che è
possibile ottenere in tempo costante facendo colorare ad ogni processore un nodo con
un numero diverso scelto nell’insieme 1, . . . , n (figura 5.38).
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Figura 5.38: Esempio di colorazione ammissibile

L’idea di base in questo caso (algoritmo 34) è quella di sfruttare la rappresentazione
binaria dei colori e ricolorare il ciclo con una nuova colorazione ammissibile ottenuta
elaborando tale codifica.

Nell’algortimo indichiamo con la notazione Ck(i) il k-esimo bit nella rappresenta-
zione del colore i.

while si può ridurre il numero di colori do
codifica i colori in binario
for i = 1 to n pardo

k ← l’indice del bit meno significativo per cui C(i) e C(i + 1) differiscono
C ′(i)← 2k + Ck(i)

end for
end while

Algoritmo 34: k-colorazione di cicli

L’algoritmo si ferma quando non è più in grado di diminuire il numero di bit
necessari per la codifica binaria dei colori.

Vediamo il funzionamento dell’algoritmo sul grafo in figura 5.38. Dopo la prima
iterazione, i nuovi colori saranno quelli in figura 5.39

Dopo la seconda iterazione, otteniamo i colori in figura 5.40.
In questo modo, dopo 2 ' log(log 13) iterazioni otteniamo una colorazione con 6

colori. Dal momento che eravamo interessati a ottenere una 3-colorazione, dobbiamo
ora eliminare i colori in eccesso. Questa operazione viene realizzata come mostrato
nell’algoritmo 35.

La colorazione finale per il ciclo dell’esempio è mostrata in figura 5.41.
Dimostriamo ora che la colorazione finale che si ottiene è ammissibile.
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C codifica k C ′

1 0001 0 1
4 0100 3 6
12 1100 0 0
7 0111 0 1
10 1010 0 0
5 0101 2 5
9 1001 1 2
3 0011 0 1
2 0010 2 4
6 0110 0 0
13 1101 0 1
8 1000 0 0
11 1011 1 3

Figura 5.39: k-colorazione di cicli - prima iterazione

C codifica k C ′

1 0001 0 1
6 0110 1 3
0 0000 0 0
1 0001 0 1
0 0000 0 0
5 0101 0 1
2 0010 0 0
1 0001 0 1
4 0100 2 5
0 0000 0 0
1 0001 0 1
0 0000 0 0
3 0011 1 3

Figura 5.40: k-colorazione di cicli - seconda iterazione

for v ∈ G con colore ≥ 3 pardo
v ← min{0, 1, 2} diverso dagli adicacenti

end for
Algoritmo 35: 3-colorazione di cicli
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Figura 5.41: k-colorazione di cicli - colorazione finale

Per assurdo, supponiamo che nella colorazione finale esista un arco (i, j) i cui
vertici abbiano lo stesso colore, ovvero

C ′(i) = C ′(j)⇒ 2k + Ck(i) = 2l + Cl(j)

Poiché ciascun elemento della seconda uguaglianza è una somma di un valore pari
con un bit, ne deriva che Ck(i) = Cl(j). Quindi, vale anche k = l, ∀k, l. Si arriva
all’assurdo C(i) = C(j), in contraddizione con l’ipotesi che la colorazione iniziale C
fosse ammissibile.

Analizziamo infine di quanto si riduce la colorazione.
Sia q il numero di colori e t > 3 il numero di bit della codifica binaria di tali colori.

Vale
C ′ = 2k + Ck ≤ 2(t− 1) + 1 < 2t + 1

dunque C ′ può essere rappresentato con dlog te+ 1 bit. Dal momento che 2t−1 <
q ≤ 2t, allora C ′ utilizzerà un numero di colori pari a

2dlog te+1 = O(t) = O(log q)

Quindi, nell’esempio precedente, l’algoritmo si ferma quando il numero di bit della
codifica è uguale a tre, infatti C ′ = 2k + {0, 1}, con k = 0, 1, 2.

Osservazione 10 Ad ogni passo dell’algoritmo si generano dlog qe colori. La limita-
zione O(log∗ n) si ottiene iterando la procedura ∗ volte. La funzione log∗ cresce molto
lentamente e, da osservazioni sperimentali, si è ottenuto, per x ≤ 265536, log∗ x < 5.
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6.1 Algoritmo di ordinamento pari-dispari

La struttura dati su cui opera questo algoritmo di ordinamento parallelo fa riferimento
ad strutture dati vettoriali. In questo particolare caso, si avrà che ad ogni elemento
del vettore è associato un processore.
L’idea alla base dell’algoritmo pari-dispari è quella di far lavorare per primi tutti i
processori di indice pari e poi, ad un passo successivo, tutti i processori di indice
dispari (o viceversa), in modo tale da non generare conflittualità (esempio in figura
6.1).

Figura 6.1: Funzionamento dell’algoritmo pari-dispari.

6.1.1 Algoritmo

Passiamo ora a descrivere l’algoritmo pari-dispari (algoritmo 36). Il modello di mac-
china utilizzato è una P-RAM EREW con un numero di processori dell’ordine degli
elementi del vettore.

L’algoritmo consiste dunque nell’eseguire un numero di passi sequenziali pari alla
metà del numero degli elementi, all’interno dei quali vengono eseguiti i cicli paralleli
sui processori associati rispettivamente agli elementi di indice dispari e a quelli di
indice pari.
Ogni processore confronta l’elemento a cui è associato con il successivo e, se è mag-
giore, effettua uno scambio tra questi due elementi.

Il Passo 0 consiste unicamente del ciclo sequenziale, che si ripete per dn/2e volte.
Il Passo 1 contiene il ciclo che attiva i processori associati agli elementi di indici
dispari: la limitazione superiore del ciclo 2bn/2c−1 è dovuta al fatto che, se il vettore
ha dimensione dispari, il processore associato all’ultimo elemento non deve effettuare
nessun confronto e pertanto non deve essere attivato.
Il Passo 2 contiene il ciclo che attiva i processori associati agli elementi di indici
pari, che seguono lo stesso comportamento dei processori attivati al passo precedente.
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Passo 0
for j = 1 to bn/2c do

Passo 1
for i = 1, 3, ..., (2bn/2c − 1) pardo

if xi > xi+1 then
xi ↔ xi+1

end if
end for

Passo 2
for i = 2, 4, ..., (2b(n− 1)/2c) pardo

if xi > xi+1 then
xi ↔ xi+1

end if
end for

end for
Algoritmo 36: Algoritmo pari-dispari

Anche in questo caso la limitazione superiore è calcoltata in modo tale da non attivare
il processore associato all’ultimo elemento, nel caso in cui il vettore abbia dimensione
pari.
Descriviamo nelle figure 6.2-6.5 graficamente le iterazioni dell’algoritmo su un vettore
di esempio con 7 elementi:

Figura 6.2: Algoritmo pari-dispari - situazione iniziale

Figura 6.3: Algoritmo pari-dispari - situazione dopo la prima iterazione

6.1.2 Analisi

Il ciclo che costituisce il Passo 0 viene ripetuto dn/2e volte e dunque la complessità
associata a questo passo è dell’ordine di O(n).
L’istruzione di scambio contenuta nei cicli del Passo 1 e del Passo 2 viene eseguita
in parallelo e quindi in tempo costante.
Il tempo totale per eseguire l’algoritmo è determinato solo dal ciclo iniziale e pertanto
sarà dell’ordine di O(n).

Dal momento che il numero di processori è dell’ordine di O(n), il costo dell’algo-
ritmo sarà dato da O(n2).

6.1.3 Ottimizzazione

È possibile ottenere un’ottimizzazione della situazione presentata nell’algoritmo pre-
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32 5 4 8 6 9

Figura 6.4: Algoritmo pari-dispari - situazione dopo la seconda iterazione

Figura 6.5: Algoritmo pari-dispari - situazione dopo la terza iterazione

cedente diminuendo il numero di processori.

Supponiamo dunque di avere un numero di processori N tale che N < n, dove n
è il numero di elementi del vettore.
Ogni processore i si troverà a lavorare in questo caso non più su un singolo elemento,
ma su un blocco di n/N elementi indicato con Si. Quindi si faranno lavorare prima
quei processori associati ai blocchi di indice dispari e poi quelli associati ai blocchi di
indice pari (o viceversa).
In questa versione dell’algoritmo, i passi di scambio sono stati sostituiti da operazioni
di fusione che vengono effettuate sui blocchi parzialmente ordinati in modo sequen-
ziale. Il vettore S1i di lunghezza 2n/N è un vettore d’appoggio in cui viene inserito di
volta in volta il risultato di tale fusione.
L’algoritmo modificato è il 37 (il modello di macchina continua ad essere una P-RAM
EREW ).

Passo 0
for i = 1 to N pardo

Pi ordina il suo blocco Si in modo sequeziale efficiente
end for

Passo 1
for j = 1 to bN/2c do

Passo 2
for i = 1, 3, ..., (2bN/2c − 1) pardo

Merge (Si, Si+1, S
1
i )

Si ← (S1
1 , S1

2 , ..., S1
n/N )

Si+1 ← (S1
(n/N)+1, S

1
(n/N)+2, ..., S

1
2n/N )

end for
Passo 3

for i = 2, 4, ..., (2b(N − 1)/2c) pardo
Merge (Si, Si+1, S

1
i )

Si ← (S1
1 , S1

2 , ..., S1
n/N )

Si+1 ← (S1
(n/N)+1, S

1
(n/N)+2, ..., S

1
2n/N )

end for
end for

Algoritmo 37: Algoritmo pari-dispari ottimizzato

Al Passo 0 viene eseguito, facendo lavorare tutti i processori in parallelo, un
ordinamento sequenziale efficiente, ad esempio un Quicksort. In questo modo ogni

113



6.2. ORDINAMENTO SU MODELLO CRCW

processore ordina parzialmente il suo blocco.
Il Passo 1 equivale al Passo 0 dell’algoritmo precedente, con la sola differenza che il
ciclo in questo caso si ripete per un numero di volte pari alla (parte intera della) metà
del numero di processori. Il Passo 2 e il Passo 3 contengono i cicli che attivano i
processori associati rispettivamente ai blocchi di indice dispari e pari.
In ambedue i cicli viene effettuata l’operazione di Merge sequenziale tra un blocco e il
suo successivo (entrambi ordinati parzialmente) e, successivamente, una ridistribuzio-
ne sui blocchi del vettore di partenza degli elementi contenuti nel vettore d’appoggio
S1i.

Come accennato, il costo di questo algoritmo è più basso rispetto a quello della
versione precedente. Infatti si ha che:

• il Passo 0 ha complessità pari a O(n/Nlog(n/N)), dove O(n/Nlog(n/N)) è la
complessità del Quicksort eseguito su blocchi di lunghezza n/N ;

• il Merge sequenziale al Passo 2 e al Passo 3 ha complessità O(n/N) e viene
ripetuto dN/2e volte.

La complessità totale dell’algoritmo è dunque data da

O(n/Nlog(n/N)) + dN/2eO(n/N) =
= n/N(logn− logN) + O(n) =

= O((nlogn)/N)− (nlogN)/N + O(n)︸ ︷︷ ︸
O(n)

Dal momento che il numero di processori è dell’ordine di O(N), il costo dell’algo-
ritmo sarà dato da O(nlogn) + O(nN).

Osservazione 11 Se il numero di processori è N ≤ log n, allora l’algoritmo è ottimo.

6.2 Ordinamento su modello CRCW

L’algoritmo presentato nella sezione precedente è applicabile solamente su un modello
di P-RAM EREW.
Presentiamo ora un algoritmo di ordinamento che possa invece lavorare su un modello
di P-RAM CRCW, ovvero in cui sia la lettura che la scrittura avvengono concorren-
temente.
La struttura dati di riferimento è rappresentata tramite una matrice n× n e dunque
il numero di processori N che si rende necessario sarà dell’ordine di n2.

6.2.1 Algoritmo

Dal momento che potrebbe verificarsi il caso in cui si devono scrivere cose diverse
nella stessa posizione, è necessario specificare anche il tipo di scrittura concorrente.
In questo esempio si utilizza il modello più teorico, ovvero quello della somma (§ 1.2).
Il vettore S contiene la sequenza di elementi da ordinare. Il vettore d’appoggio C con-
tiene il valore 1 o 0 a seconda che l’elemento Si sia maggiore o minore dell’elemento
Sj e fornisce l’indicazione sulla corretta posizione finale dell’elemento (a meno di 1).
L’algoritmo 38 consiste nel confrontare tra di loro tutti gli elementi della matrice,
scorrendoli in parallelo prima sulle righe e poi, per ogni riga, sulle colonne.
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Ogni processore confronta l’elemento a cui è associato con ogni elemento di tutte le
colonne e sulla sua stessa riga e scrive il valore 1 o 0 nel vettore C coerentemente al
risultato di tale confronto.

Passo 0
for i = 1 to n pardo

for j = 1 to n pardo
Pi,j :
if (Si > Sj) ∨ ((Si = Sj) ∧ (i > j)) then

Ci ← 1
else

Ci ← 0
end if

end for
end for

Passo 1
for i = 1 to n pardo

Pi,1 :
S[1 + Ci]← Si

end for
Algoritmo 38: Algoritmo di ordinamento per P-RAM CRCW

Il Passo 0 consiste nei due cicli paralleli, il primo sulle righe e il secondo sulle
colonne della matrice.
All’interno di questi due cicli si esegue l’istruzione di confronto e di assegnamento:
se il valore dell’elemento i-esimo è maggiore di quello dell’elemento j-esimo, oppure
i due elementi hanno lo stesso valore ma l’indice i è maggiore dell’indice j, allora si
assegna il valore 1 alla posizione i-esima del vettore d’appoggio C, altrimenti si assegna
il valore 0.
Al Passo 1 si esegue un ciclo parallelo in cui si “riorganizzano” gli elementi della
sequenza iniziale sulla base delle informazioni contenute nel vettore C (figura 6.6).

Figura 6.6: Algoritmo di ordinamento su modello P-RAM CRCW
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6.2.2 Analisi

Dal momento che tutti i cicli che vengono implementati in questo algoritmo vengono
eseguiti in parallelo, il tempo complessivo è dell’ordine di O(1).
Dunque il costo sarà dell’ordine di O(n2), poiché si hanno a disposizione n2 processori,
ma si richiede il massimo nella modellizzazione teorica di una macchina parallela
(modello CRCW con scrittura della somma).

6.3 Ricerca di un elemento in un vettore ordinato

In questo paragrafo si presenterà un algoritmo (algoritmo 39) di ricerca parallela che
può essere considerato una generalizzazione della ricerca dicotomica sequenziale. Il
seguente algoritmo si differenzia da quello presentato nel paragrafo 1.7.1 in quanto
in questo caso il vettore è ordinato ed è quindi possibile effettuarvi una ricerca binaria.

In un contesto sequenziale, la ricerca dicotomica (o binaria) consiste nel confron-
tare l’elemento da ricercare con l’elemento di mezzo di un vettore ordinato e succes-
sivamente spostare la ricerca nel sottovettore di destra oppure in quello di sinistra,
sulla base dell’esito del primo confronto. In questo modo, ad ogni passo la dimensione
del vettore corrente in cui viene effettuata la ricerca risulta dimezzata.

Nel parallelo, si scelgono nel vettore ordinato un numero di elementi pari al nu-
mero di processori distribuiti in modo tale da suddividere la sequenza in intervalli
di uguale dimensione. Successivamente si confrontano in parallelo tali elementi con
quello ricercato, cos̀ı da individuare l’intervallo entro cui restringere la ricerca.
Se il numero di elementi in tale intervallo è maggiore del numero di processori,
viene riapplicato il procedimento. Altrimenti, i processori lavoreranno in parallelo
analizzando un elemento ciascuno.

6.3.1 Algoritmo

Il modello di macchina su cui viene implementato questo algoritmo è una P-RAM
CREW con N processori.
Le variabili l ed r indicano di volta in volta rispettivamente all’elemento più a sinistra
e quello più a destra dell’intervallo corrente. Le variabili c0 e cN+1 rappresentano i
marcatori di inizio e fine intervallo, che ha lunghezza n. Le variabili qi contengono
l’indice dell’elemento che ogni processore deve considerare.

Con tale algoritmo saremo in grado di sapere se un elemento si trova o meno in
un vettore ordinato e, nel caso non esistesse, in che posizione (alla destra di quale
elemento) del vettore si dovrebbe trovare.

Il Passo 0 è una semplice inizializzazione delle variabili l, r, c0 e cN+1.
Le istruzioni contenute nel ciclo while del Passo 1 si ripetono finché il numero di
elementi del sottovettore è minore del numero di processori. L’assegnamento

qj ← l + jb(r − l + 1)/(N + 1)c − 1

provvede a dividere il vettore in sottovettori più o meno bilanciati.
La prima istruzione del Passo 2 serve a non far lavorare quei processori associati agli
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Passo 0
if j = 1 then

l← 1; r ← n; c0 ← 0; cN+1 ← 1
end if

Passo 1
for j = 0 to N − 1 pardo

Pj :
while r − l + 1 > N do

if j = 0 then
q0 ← l; qN+1 ← r

end if
qj ← l + jb(r − l + 1)/(N + 1)c − 1
if xqj

= y then
return j; fine

end if
if xqj

< y then
cj ← 0

else
cj ← 1

end if
if cj < cj+1 then

l← qj ; r ← qj+1

end if
if j = 1 ∧ c0 < c1 then

l← q0; r ← q1

end if
end while

end for
Passo 2

for j = 0 to N − 1 pardo
if j ≤ r − l + 1 then

Pj :
if xl+j−1 = y then

return l + j − 1; fine
end if
if xl+j−1 < y then

cj ← 0
else

cj ← 1
end if
if cj−1 < cj then

return l + j − 2; fine
end if
if j = 1 then

return r; fine
end if

end if
end for

Algoritmo 39: Ricerca parallela
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elementi esclusi dalla ricerca. Con l’istruzione xl+j−1 < y si fornisce la posizione in
cui dovrebbe trovarsi l’elemento se fosse presente nel vettore.

Nelle figure 6.7-6.9 si può vedere un esempio con N = 5 processori e un array di
n = 23 elementi in cui ricerchiamo l’elemento y = 33.

Figura 6.7: Ricerca dicotomica parallela - Passo 1

Figura 6.8: Ricerca dicotomica parallela - Passo 2

Figura 6.9: Ricerca dicotomica parallela - Passo 3

6.3.2 Analisi

Il tempo richiesto per implementare questo algoritmo è determinato unicamente dal
ciclo while del Passo 1 ed è pari a O(logN+1 n) = O(log n/ log(N +1)) e rappresenta
il rapporto tra il logaritmo degli elementi e il logaritmo dei processori.
Dimostriamo questa uguaglianza per induzione sulla dimensione del sottovettore cor-
rente, |Si| ≤ n

(N+1)i−1 + (N + 1).
Per i = 1, |S1| = n ≤ n

(N+1)0 + (N + 1) = n + N + 1 (ipotesi induttiva).
La disuguaglianza è vera fino ad i. Dimostriamola per i + 1:
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|Si+1| ≤
r − l + 1
N + 1︸ ︷︷ ︸

blocchi bilanciati

+N =
|Si|

N + 1
+ N ≤

n
(N+1)i−1 + (N + 1)

N + 1
+ N =

=
n

(N + 1)i
+

N + 1
N + 1

+ N =
n

(N + 1)i
+ (N + 1)

Dunque, quando i = dlogN+1 ne+ 1,

|Si| ≤
n

(N + 1)dlogN+1 ne + (N + 1) ≤ n

(N + 1)logN+1 n
+ (N + 1) =

=
n

n
+ (N + 1) = N + 2

Quindi il tempo con N processori è O(log n)/O(log N).

6.4 Ricerca del rango

Sfruttando il risultato dell’algoritmo di ricerca parallela presentato nella sezione pre-
cedente, è possibile individuare non solo la posizione in cui un elemento dovrebbe
essere collocato all’interno di un vettore, ovvero il suo rango, ma anche il rango di
un vettore B all’interno di un altro vettore A di dimensione maggiore ordinato, con
|A| = n e |B| = ns = m (0 < s < 1, s il più piccolo possibile).

Si effettuano m iterazioni parallele ed indipendenti di ricerca dell’elemento b nel
vettore A con N processori, dove N = b n

mc = n
ns = n1−s.

Su un modello di macchina P-RAM CREW con N = O(n) processori, il lavoro è
costante perchè si hanno tanti processori quanto è il rango di A, infatti

O(log n)
O(log n1−s)

= O(1)

L’idea base di questo algoritmo di ordinamento è quella di eseguire una fusio-
ne (merge) di sequenze ordinate. Sfruttando poi il concetto di rango di un vet-
tore in un altro, un’operazione di merge equivale ad effettuare una doppia ricerca
di rango, ovvero merge(A : B)⇒ rank(x : A ∪ B) = rank(x : A) + rank(x : B). Occorre
dunque verficare ∀x ∈ A, il suo rango in B1 e viceversa, ovvero

rank(A : B) ∧ rank(B : A)∀(x ∈ A ∪ x ∈ B)

L’idea che è alla base del calcolo del rango di un vettore B in un altro vettore A,
consiste nel selezionare dal vettore B (di dimensione m) di volta in volta gli elementi
che occupano le posizioni

√
m, 2
√

m, · · · ,
√

m
√

m (elementi indicatori) e successiva-
mente calcolare, per ciascuno di questi elementi, il corrispondente rango nel vettore A.

Tutti gli elementi compresi tra un indicatore e un altro in B definiscono i sotto-
vettori ordinati su cui si andrà poi ad applicare la procedura di fusione. Dunque il

1Cioé quanti elementi ≤ x ci sono in B.
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problema viene suddiviso in sottoproblemi che, nel vettore B, hanno tutti la stessa
dimensione. Successivamente, sfruttando le informazioni sul rango degli elementi di
B in A, è possibile suddividere anche il vettore A (di cui non si conosce la dimensione).
Una volta effettuata la suddivisione dei vettori è necessario capire, per ogni sottovet-
tore di B, in quale sottovettore di A si deve effettuare la fusione.

Si considerino, ad esempio, i due vettori A e B ordinati in figura 6.10.

Figura 6.10: Vettori A e B

In questo esempio, gli elementi indicatori sono j1 = 2 e j2 = 21 (sono presenti
anche i due indicatori j0 = 0 e j3 = 9 che delimitano gli estremi del vettore A), e i
sottovettori in cui viene diviso il vettore B sono B0 = 1 e B1 = 15. Il vettore A viene
a sua volta suddiviso nei sottovettori A0 e A1, individuati grazie al calcolo del rango
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degli elementi indicatori j1 e j2.
Dunque, tutti gli elementi di B0 saranno compresi tra gli elementi di A0 e tutti gli
elementi di B1 saranno compresi tra gli elementi di A1, ovvero sarà sufficiente eseguire
il calcolo del rango blocco a blocco rank(B0 : A0) ∧ rank(B1 : A1).
Nell’esempio precedente (fig. 6.11):

Figura 6.11: Calcolo del rango applicato su A e B

In realtà, in questo modo si ottengono solamente dei ranghi parziali, che devono
poi venire corretti andando ad aggiungere i valori degli indicatori j0 e j1.

6.4.1 Analisi

La complessità di questo algoritmo si può esprimere attraverso la seguente equazione
di ricorrenza:

T (n, m) ≤ O(1) + maxT (ni,
√

m)

dove:

• il valore O(1) rappresenta il tempo (costante) necessario per suddividere i vettori
A e B sfruttando le proprietà del rango

• il valore maxT (ni,
√

m) rappresenta il massimo tempo tra tutte le coppie (di-
mensione vettore A, dimensione vettore B), con

∑√m
i=1 ni = n

Risolvendo tale equazione, si ottiene una complessità pari a O(log log m).
Il numero di processori necessari per ogni blocco è dell’ordine di

√
n, dunque in totale

si avranno
√

m
√

n processori, dal momento che si hanno
√

m blocchi. E’ possibile
maggiorare il numero di processori, 2

√
m
√

n ≤ n + m, ottenendo in totale O(n + m)
processori.
Poiché O(n + m) = O(n), il costo complessivo dell’algoritmo per la ricerca del rango
è dato da O(n log log m).

Dal momento che per effettuare l’operazione di fusione è necessario calcolare
rank(A : B)∀x[· · · ai · · · ] e rank(B : A)∀x[· · · bi · · · ], il costo del merge è dato dal costo
del rango, ovvero O(n log log m).

Osservazione 12 Il valore di m è minore di n, ma non di ns, con 0 < s < 1. Questa
condizione è garantita dal fatto che gli elementi nel vettore di dimensione inferiore
vengono selezionati in posizioni con indici multipli di

√
m, quindi il vettore più piccolo

è suddiviso in blocchi di dimensione
√

m.

Osservazione 13 Le due operazioni di calcolo del rango sono indispensabili per inse-
rire correttamente gli elementi nel vettore finale (quello contenente la fusione dei due
vettori di partenza) e anche per evitare di ricorrere al calcolo delle somme prefisse o
a un’operazione di shift (che richiederebbero l’aggiunta di un valore logaritmico alla
complessità).
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6.5 Algoritmo di Cole per la ricerca del rango

Poiché un algoritmo di ordinamento di tipo Merge-sort segue una strategia divide et
impera, è possibile visualizzare i passi dell’algoritmo tramite un albero binario.

Figura 6.12: Albero binario rappresentante il Merge-sort

Nella figura 6.12, le foglie contengono i valori da ordinare mentre i nodi dei livelli
intermedi contengono gli ordinamenti parziali.
Il tempo totale sarà dato dunque dal tempo di ogni passo, che vale O(log log m)
in quanto si effettua un’operazione di merge, moltiplicato per l’altezza dell’albero.
Ovvero O(log log m)O(log n), con N = O(n) processori.
Da questa analisi si può concludere che, se si riuscisse a realizzare un merge in tempo
costante, allora sarebbe possibile eseguire il merge-sort in tempo parallelo ottimo.

L’algoritmo di Cole risolve questo problema nel modo seguente: ad ogni nodo
(passo) non è necessario effettuare il merge, ma è sufficiente portare avanti, ovvero
sui livelli superiori, solo quelle informazioni utili per ottenere il vettore ordinato alla
radice dell’albero.
Si effettua quindi un merge parziale tra elementi campione e il campionamento di tali
elementi si può eseguire in tempo costante, sfruttando il concetto di c-cover: una
sequenza ordinata X si dice c-cover di un’altra sequenza ordinata Y se Y contiene al
più c elementi tra ogni coppia di elementi consecutivi in X∞, dove X∞ = (−∞, X,+∞).

Nell’esempio in figura 6.13, X è un 4-cover di Y perché si hanno al più 4 elementi
di Y tra ogni coppia di elementi consecutivi in X∞.

Dunque i due nuovi concetti introdotti da Cole per effettuare la fusione in tempo
costante sono:

1. ad ogni passo, non calcolare il merge completo ma effettuare solamente un merge
parziale; i passi da eseguire sono i seguenti:

• eseguire un campionamento degli elementi dei due vettori da fondere
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Figura 6.13: Esempio di c-cover

• realizzare la fusione degli elementi campionati

• distribuire la fusione dei due vettori in più passi

quindi, ad ogni intervallo di tempo, si hanno solamente un certo numero di
livelli (processori) che lavorano e dopo un certo numero di passi, alcuni livelli
smettono di lavorare;

2. utilizzare le c-cover2 per effettuare il merge parziale in tempo costante; infatti,
poiché in un vettore di dimensione fissata è possibile inserire al più c elementi
presi da un altro vettore, il tempo di questa operazione è costante (pur essendo
sequenziale), come viene enunciato nel seguente teorema:

Teorema 3 Siano A e B due sequenze ordinate, con |A| = n e |B| = m, e sia X
una c-cover sia per A che per B. Allora merge(A : B) viene eseguito in O(1) se
rank(X : A) ∧ rank(X : B) sono noti.

2Cole utilizza come costanti per la c-cover solamente il 2 e il 4.
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Matching

7.1 Definizioni

Dato un grafo G, si dice matching un insieme di spigoli indipendenti, ovvero che non
abbiano vertici in comune. Un matching è detto massimale quando non è aumentabile
(figura 7.1), ovvero non è possibile aggiungere spigoli senza perdere la propietà di
essere un matching. Si definisce inoltre matching massimo un matching massimale di
cardinalità massima1.

Matching di

cardinalità 3

Matching di

cardinalità 2

Figura 7.1: Esempi di matching massimali

Il problema che ci proponiamo di risolvere in questo capitolo è quello di trovare il
matching massimo su un grafo dato2.

Dato un matching, gli estremi di uno spigolo appartenente al matching vengono
detti vertici saturi . Ovviamente, un vertice è non saturo se non è un estremo di uno
spigolo del matching.

Dati due matching M1 e M2, si definisce l’operatore XOR, e si indica col simbolo
⊕, nel seguente modo:

M1 ⊕M2 = (M1 ∪M2)− (M1 ∩M2) = (M1 −M2) ∪ (M2 −M1)

ovvero, nell’effettuare lo XOR di due matching, si eliminano le parti comuni (figura
7.2).

1La cardinalità di un matching è data dal numero di spigoli che costituiscono l’insieme.
2In letteratura, questo è noto anche come il problema dei matrimoni stabili.
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M
1

M
2

M
1
ÅM

2

Figura 7.2: Esempio di XOR
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Un cammino alternante è un cammino in cui si alternano spigoli del matching
e spigoli non del matching. Un cammino alternante da un vertice non saturo a un
vertice non saturo (1 → 8 in figura 7.3) è detto cammino aumentante. Infatti, se si
invertono gli spigoli appartenenti al matching con quelli non appartenenti al matching,
il numero di spigoli del matching aumenta di un unità e tutti i vertici diventano saturi.

1 Nodo non saturo

7 Nodo saturo

Spigolo del Matching

123

4 5 6 7

8

Cammino aumentante

123

4 5 6 7

8

Cammino aumentato

Figura 7.3: Esempio di cammino aumentante

È ora possibile riformulare la definizione di matching massimo in termini di cammi-
ni aumentanti: un matching è massimo se e solo se non esistono cammini aumentanti
rispetto al matching.

Dati un matching M e un cammino aumentante P , lo XOR tra il matching e il
cammino aumentante dà come risultato un nuovo matching M ′ la cui cardinalità è
pari alla cardinalità del matching di partenza più uno, ovvero

|M ′| = |M ⊕ P | = |M |+ 1

Un matching è massimo se e solo se non contiene cammini aumentanti. Se |M1| = r
e |M2| = s, con s > r, allora M1⊕M2 contiene almeno k = s−r cammini aumentanti
rispetto a M1

3. Vediamo un esempio (figure 7.4 e 7.5).
Sia |M1| = 2 e |M2| = 6.
Allora ci devone essere almeno 6− 2 = 4 cammini aumentanti per M1 ⊕M2.
Dunque ogni vertice in M1 ⊕M2 ha al più grado 2, poiché ha al più uno spigolo

in M1 −M2 e al più uno sigolo in M2 −M1 incidenti su di esso.
Consideriamo ora le componenti connesse di M1⊕M2. Ogni componente connessa

è costituita da:

• vertici isolati

• cicli di lunghezza pari (i quali non contribuiscono ad aumentare il matching
perché il numero di spigoli appartenenti al matching è uguale al numero di
spigoli non appartenenti al matching)

3Se M2 è massimo, allora i cammini aumentanti sono esattamente k = s− r.
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M1 M2

Figura 7.4: Matching iniziali M1 e M2

M M1 2Å

Cammini

aumentanti

Figura 7.5: Matching risultante
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• cammini di lunghezza pari (per i quali vale lo stesso discorso dei cicli pari)

• cammini di lunghezza dispari (che sono tutti aumentanti per uno dei due mat-
ching)

Osservazione 14 Non ci possono essere cicli dispari perché altrimenti non si potreb-
be verificare la condizione di definizione di matching (figura 7.6).

?

Figura 7.6: Non può esistere un matching su un ciclo dispari

Nell’esempio, M1 si “trasforma” in M2 perché M2 è massimo. Se non fosse stato
massimo, avremmo trovato dei cammini aumentanti per tutti e due i matching, e
comunque almeno k = s− r per quello di cardinalità minore.

7.2 Problema del matching massimo su grafi bipar-
titi

Vediamo in questa sezione un algoritmo per individuare un matching massimo. L’algo-
ritmo 40 prende in input un grafo G bipartito, ovvero privo di cicli dispari e restituisce
in output il matching massimo M.

Passo 1
Si inizializza M ad un match qualunque (M = Φ)

Passo 2
while ∃x, y non saturi, (uno per partizione) do

Passo 3
Sia r un vertice non saturo; si costruisce, in modalità BFS, un albero
alternante T radicato in r

Passo 4
Se T è un albero ungherese, allora G← G− T

Passo 5
altrimenti si trova P in T e si costruisce M I ←M ⊕ P

end while
Algoritmo 40: Algoritmo matching massimo

Vediamo in dettaglio l’algoritmo applicandolo ad un esempio. In figura 7.7 viene
mostrato il grafo G = G1 bipartito input dell’algoritmo e l’albero T1 risultante dopo la
prima applicazione del ciclo.
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a b

ji

g h

fe

dc

c

b fd

a ge

j

G1 T1

Figura 7.7: Grafo iniziale e albero risultante dopo il primo ciclo

In figura 7.8 è invece rappresentato il grafo G2 ottenuto al Passo 5 e il corrispon-
dente albero T2, che in questo caso è un albero ungherese, ovvero un albero che non
sia aumentabile dal punto di vista dei cammini aumentanti e che quindi si blocca sui
vertici saturi.

a b

ji

g h

fe

dc

G2 T2

c

f

b d

a e

i

Albero ungherese

Figura 7.8: Grafo e albero dopo il secondo ciclo

Infine, in figura 7.9 è riportato il grafo finale Gf ridotto grazie all’istruzione al
Passo 4: si ha un solo vertice non saturo (h) e dunque abbiamo trovato il matching
massimo per G.

Il Passo 1 si esegue in tempo costante, dunque la complessità è O(1). Nel secondo
passo, viene effettuato il ciclo while, che si ripete per un numero di volte dell’ordine
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j

g h

Gf

Figura 7.9: Grafo finale

di O(n). I Passi 3, 4, 5 hanno la stessa complessità dell’algoritmo BFS4 per la
costruzione dell’albero ungherese, quindi la complessità è data dal max(n, e), dove n
è il numero di vertici del grafo ed e è il numero degli spigoli. La complessità totale
dell’algoritmo è dunque dell’ordine di O(n ·max(n, e)).

7.3 Matching massimo su grafi qualunque

Qualora si volesse affrontare il problema del matching massimo su un grafo qualsiasi,
è necessario variare l’algoritmo. Infatti un grafo qualunque può contenere cicli dispari
e sono proprio questi che determinano una grande differenza con il problema esposto
nella sezione precedente. In questa sezione faremo riferimento pertanto ad un grafo
come quello in figura 7.10.

a

e

f

d

g

i

c

h

b

Meganodo

o i o

f

f

i

i o

o

Figura 7.10: Grafo con ciclo dispari

È necessario in questo caso dare una caratterizzazione per i vertici del grafo man
mano che essi vengono inseriti nell’albero. Si vengono a creare due classi (figura 7.11):

1. vertici non saturi o free (f )

2. vertici saturi, a loro volta suddivisi in

• inner (i)

• outer(o)

4Visita in ampiezza.[10]
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f f

f i o

Figura 7.11: Classificazione dei vertici

Per assegnare i nomi ai vertici, si parte da un vertice free (ad esempio, il vertice
a del grafo in figura 7.10). Partendo da tale vertice, si cerca uno spigolo non appar-
tenente al matching e si considera l’altro estremo (vertice b in figura 7.10). Se tale
vertice è saturo, ovvero è l’estremo di uno spigolo del matching, lo si chiama inner.
Altrimenti vuol dire che non esiste alcuno spigolo del matching incidente su tale ver-
tice e quindi si è trovato un cammino aumentante. Dunque un vertice inner è un
vertice raggiungibile da almeno uno spigolo del matching e da uno non del matching.
Inoltre, come si può notare dalla figura 7.12, se esiste uno spigolo che congiunge due
vertici outer, allora siamo in presenza di un ciclo dispari.

i

i o

o

Figura 7.12: Ciclo dipsari con vertici outer

Se il ciclo è composto da n vertici, di questi (n − 1) sono saturi e solo 1 è non
saturo (in qualunque modo venga scelto il ciclo). Il contributo di un ciclo dispari alla
cardinalità del matching è bn/2c. Se si racchiude tutto il ciclo dispari in un meganodo,
questo può essere considerato saturo outer. Infatti è possibile “girare” gli spigoli del
matching in modo tale da considerare free il vertice più conveniente e poi saturarlo
con uno spigolo esterno al ciclo dispari. In figura 7.13, il ciclo dispari del grafo iniziale
(figura 7.10) viene sostituito dal meganodo C.

a

i

h

Cb

Figura 7.13: Sostituizione del ciclo dispari con un meganodo

Il numero di spigoli del matching in un ciclo dispari non cambia. È solamente
possibile scambiarli perché si sa che esiste un solo vertice non saturo ed è possibile
scegliere tale vertice a piacimento tra gli n vertici che compongono il ciclo.
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In questo modo non vengono introdotti nuovi cammini aumentanti quindi, se viene
trovato un cammino aumentante, questo era già presente nel grafo anche prima di
“fondere” i vertici nel meganodo.

In particolare, se si trova un cammino aumentante in un grafo con un meganodo,
allora

• o il cammino aumentante non sfrutta il meganodo, e dunque questo era ovvia-
mente già presente nel grafo

• oppure il cammino aumentante sfrutta il meganodo, ma allora semplicemente
si ricostruisce il cammino aumentante che già era presente nel grafo (perché
creando il meganodo non viene aggiunto nulla al grafo originale).

Vediamo ora in dettaglio un altro esempio. Il matching iniziale è mostrato in
figura 7.14. Nella stessa figura sono anche riportati i meganodi che si vengono a
creare applicando i passi dell’algoritmo.

ba c d e f g h

o p q r s t

i j l v

k u

Figura 7.14: Matching iniziale

Nelle figure successive (7.15 - 7.18) sono illustrati i passi di accorpamento dei
nodi in meganodi, mentre in figura 7.19 abbiamo raggiunto il vertice free h e dunque
abbiamo trovato un cammino aumentante (figura 7.20). A questo punto si devono
espandere i meganodi.

Nelle figure successive (7.21 - 7.22) è invece mostrato il procedimento di espansione
dei meganodi, mentre il matching finale è riportato in figura 7.23.

Il tempo per la procedura di costruzione dei meganodi è dell’ordine di O(n3),
dove O(n) è il numero dei vertici del grafo mentre O(n2) è una maggiorazione per
max(n, e), con e numero di spigoli del grafo. Infatti, tutte le operazioni vengono
effettuate durante la visita del grafo e quindi la complessità non aumenta rispetto
all’algoritmo precedente.
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ba c d

i j

kC

o oi

o

io

i

Figura 7.15: Creazione del meganodo C

ba C e

l v

u

U

o i

o

o

i o

i

Figura 7.16: Creazione del meganodo U

ba

E

e f g

s t

U

C
o i o i io

o

i o

Figura 7.17: Creazione del meganodo E

ba g f

s t

E
o i io

i o

F

Figura 7.18: Creazione del meganodo F
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ba F
o i o

s t
i o

h
f

Figura 7.19: Raggiungimento vertice free e individuazione del cammino aumentante

ba F

s t

h

Figura 7.20: Incremento del matching

ba f g

s t

E

F

h

Figura 7.21: Espansione del meganodo F

ba

E

e f g

s t

U

C h

Figura 7.22: Espansione del meganodo E
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ba c d e f g h

o p q r s t

i j l v

k u

Figura 7.23: Matching finale
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Flusso in una rete

8.1 Definizioni

Si definisce rete una quadrupla (G, s, p, C), in cui G è un grafo orientato, s e p
sono due particolari vertici del grafo uno sorgente e l’altro pozzo. L’ultimo elemento
della quadrupla, C, rappresenta la funzione capacità, che associa ad ogni spigolo un
numero reale (figura 8.1). La capacità è il flusso massimo che può passare su ogni
ramo (spigolo) della rete.

1 4

s

2 3

p

3

3

2

4

5 3

3

3

Figura 8.1: Esempio di rete

Esistono dei vincoli che mettono in relazione flusso e capacità:

1. ∀(u, v) ∈ E, dove E è l’insieme degli spigoli del grafo, f(u, v) = −f(v, u), dove
f è il flusso

2. ∀(u, v) ∈ E, f(u, v) ≤ C(u, v) (se vale l’uguaglianza, allora il ramo è saturo)

3. ∀v ∈ V − {s, p}, dove V è l’insieme dei vertici del grafo,
∑

v∈V f(u, v) = 0,
ovvero il flusso entrate in ogni vertice è pari al flusso uscente da quello stesso
vertice.

4.
∑
∀(s,v)∈E f(s, v) =

∑
∀(v,p)∈E f(v, p), ovvero il flusso totale che esce dalla

sorgente deve essere uguale al flusso totale che entra nel pozzo.

Affinché un flusso sia ammissibile, devono valere i vincoli 2 e 3. In figura 8.2 è
riportato un esempio di flusso non ammissibile.

Una partizione S, S dei nodi di una rete si dice taglio se s ∈ S e p ∈ S. Prendendo
come rete di riferimento quella riportata in figura 8.1, possibili tagli possono essere i
seguenti:

S, S =
{

s
1 2 3 4 p︸ ︷︷ ︸

1

{
s 1
2 3 4 p︸ ︷︷ ︸

2

· · ·
{

s 1 2 3 4
p︸ ︷︷ ︸

3
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1 4

s

2 3

p

3

3

2

4

5 3
3

3

3

2

3

2

5

2

5

0

Fallisce il

vincolo 3

Fallisce il

vincolo 2

Figura 8.2: Flusso non ammissibile
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La capacità di un taglio S, S è la somma delle capacità dei rami che attraversano
il taglio stesso ovvero, ∀i ∈ S e ∀j ∈ S,

C(S, S) =
∑

i∈S,j∈S

ci,j

Per i tagli precedenti, le capacità saranno dunque

C(1) = C(s, 1) + C(s, 2)⇒ 3 + 3 = 6

C(2) = C(s, 2) + C(1, 4) + C(1, 2)⇒ 3 + 2 + 5 = 10

C(3) = C(4, p) + C(3, p)⇒ 3 + 3 = 6

Nel caso di partizione sconnessa si avrà invece la seguente capacità:

C((s, 4, 3), (1, 2, p)) = C(s, 1)+C(s, 2)+C(
←−
1, 4)+C(

←−
2, 3)+C(4, p)+C(3, p)⇒ 3+3−2−4+3+3 = 6

Osservazione 15 Non può esistere un flusso che sia maggiore della capacità di un
taglio qualsiasi. Dunque, indicando con Φ il flusso massimo della rete,

Φ ≤ C(S, S)

8.2 Algoritmo di Ford-Fulkerson

Partendo da un flusso ammissibile di base (possibilmente nullo), andiamo alla ricerca
di un cammino aumentante, ovvero un insieme di archi da s a p lungo i quali sia
possibile mandare un aumento di flusso. In particolare,

1. se
−→

(j, k) è orientato da s a p, allora f(j, k) < C(j, k) e quindi è possibile
aggiungere una quantità di flusso pari a f ′ = C(j, k)− f(j, k)

2. se
←−

(j, k) è orientato da p a s, allora f(j, k) > 0, ovvero l’incremento di flusso è
dato da una diminuzione di flusso fino a f(j, k).

Per realizzare l’aumento di flusso, si sceglie di volta in volta il primo spigolo della
lista di adiacenza su cui sia possibile effettuare tale operazione di incremento. Se si
trova un taglio, allora si trova anche un flusso che saturi la capacità di tale taglio e
quindi, per l’osservazione precedente, questo flusso è massimo.

Teorema 4 (Max flow min cut) Data la rete (G, s, p, C) ed f flusso su tale rete,
allora le seguenti affermazioni sono equivalenti:

a] vi è un taglio S, S con C(S, S) = |f |
b] f è un flusso massimo in G

c] non vi sono cammini aumentanti per f su G

Dim.

a → b] Per l’osservazione 15, sappiamo che

|f | ≤ C(A,B) (8.1)

∀A,B tali che A ∪ B = V , dove V è l’insieme dei vertici del grafo. Ma allora
|f | − C(S, S) implica che f sia massimo, perché se esistesse f∗ con |f∗| > |f |,
allora |f∗| > C(S, S), in contrasto con l’affermazione 8.1.
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8.3. PROBLEMA DEL MATCHING MASSIMO

b → c] Se per assurdo vi fossero dei cammini aumentanti per f , allora f potrebbe
essere aumentato e quindi, ovviamente, non sarebbe massimo.

c → a] Indichiamo con S l’insieme di tutti i vertici raggiungibili da s con dei cammini
aumentanti parziali, cioè Cammini aumentanti in cui si va avanti fino a che sia
possibile, senza però raggiungere la destinazione desiderata, p in questo caso.
Dal momento che non ci sono altri cammini aumentanti, allora in questo modo
abbiamo trovato un taglio.
Indichiamo con S l’insieme dei vertici rimanenti, ovvero S = V − S.
Allora ogni spigolo che congiunge vertici in S con vertici in S è saturo, altrimenti
sarebbe stato possibile espandere ulteriormente i cammini aumentanti parziali.
La capacità del taglio è data dalla somma delle capacità di tali spigoli e, dal
momento che sono saturi, corrisponde anche al flusso della rete.

2

Osservazione 16 È possibile ottenere una variante per tale algoritmo sfruttando il
concetto di rete residua, un grafo orientato con gli archi etichettati con la differenza
tra la capacità e il flusso per ogni spigolo.

8.3 Problema del matching massimo

È possibile risolvere il problema del matching massimo su grafi bipartiti affrontato
nel capitolo precedente, sfruttando l’algoritmo di Ford-Fulkerson, eseguendo i seguenti
passi:

1. si consideri il grafo G (figura 8.3) come se fosse orientato, ovvero si assegni agli
spigoli un verso di percorrenza

2. si aggiungano due vertici fittizi s e p e si colleghino ad s tutti i nodi sorgente di
G e a p tutti i nodi pozzo

3. si assegni capacità pari ad 1 a tutti gli archi della rete cos̀ı costruita

4. si risolva il problema del massimo flusso su questa rete

5. una volta trovato il flusso massimo, eliminando i nodi fittizi s e p, si trova un
matching massimo per il grafo bipartito G di partenza (figura 8.4)

Osservazione 17 Con questa procedura, abbiamo la garanzia di trovare un matching
massimo perché la rete aveva capacità 1 su tutti gli spigoli e quindi, per il vincolo della
conservazione del flusso su un nodo, sappiamo che ogni spigolo potrà avere flusso
unitario. Dunque il flusso individua al massimo un unico spigolo per ogni vertice.

8.4 Osservazioni

Se le capacità fossero dei valori irrazionali, anziché interi, l’algoritmo di Ford-Fulkerson
potrebbe non terminare e, ammesso che termini, potrebbe non convergere all’ottimo.
Con capacità intere invece, calcola sempre l’ottimo e il flusso massimo f∗ in un nu-
mero di passi pari al più a |f∗|.
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Flusso in una rete
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Figura 8.3: Rete su grafo bipartito
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Figura 8.4: Matching massimo
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8.4. OSSERVAZIONI

Il tempo computazionale sarà dell’ordine di O(m · |f∗|), dove m è il numero degli
spigoli. È però possibile modificare l’algoritmo in modo tale da rendere il tempo in-
dipendente dalla cardinalità del flusso massimo.

Esistono delle varianti all’algoritmo di Ford-Fulkerson:

Edmond-Karp Anziché considereare dei cammini aumentanti qualunque, si cercano
quelli che danno il flusso maggiore; il tempo in questo caso sarà O(m ·n2 · log c∗),
dove m è il numero degli spigoli, n il numero dei vertici e c rappresenta la
capacità sui singoli archi.

Diniz Si portano avanti il maggior numero di cammini aumentanti che sia possibile
in contemporanea (come nella visita in ampiezza) e poi si considera il grafo
ridotto; il tempo computazionale sarà dell’ordine di O(m · n2).

3 indiani Si crea una sottorete che mette in evidenza i cammini più brevi che portano
dalla sorgente al pozzo, livellandoli; il tempo computazionale è O(n3).
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Grafi planari

9.1 Planarità

Esistono dei grafi che possono essere disegnati su un piano in modo tale che gli spigoli
si intersechino solo sui vertici, in tal caso il loro disegno si dice piano. Un grafo G si
dice planare se, fra tutte le sue rappresentazioni grafiche, ha almeno un disegno piano
(figura 9.1).

1 2

5

34

1 2

5

34

4 3

2

51

Figura 9.1: Tre disegni piani dello stesso grafo

Per ogni grafo planare semplice, ovvero senza cappi e archi doppi, esiste un disegno
piano nel quale tutti gli spigoli possono essere rappresentati graficamente come linee
non curve.

I grafi K5 (grafo completo con 5 vertici) e K3,3 (grafo bipartito completo con 3
vertici per ciascuna partizione) sono i due grafi non planari minimali. In particolare
nella figura 9.2 mostriamo perché K5 non è planare. In modo analogo si può verificare
come K3,3 non sia planare.

Un grafo planare divide il piano in faccie. Di queste, la faccia esterna sarà il piano
che contiene il grafo e viene individuata considerando gli spigoli che ne delimitano il
bordo (figura 9.3).

Dal momento che, per ogni grafo, il disegno piano non è unico, non esiste una
faccia esterna predeterminata. Però, il numero delle faccie e la loro dimensione non
cambia rispetto alla numerazione che si è assegnata ai vertici.
Questo perché, disegnando il grafo su una sfera e considerando la sua proiezione
stereografica sul piano (figura 9.4), per ogni punto P del grafo sulla sfera esiste un
unico punto P ′ rappresentante la proiezione di P sul piano.
Tramite questa costruzione, è possibile dimostrare che un grafo G ha un disegno piano
se e solo se è tracciabile sulla sfera.
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1

4 3

2

5

1

4 3

5

Figura 9.2: Non planarità di K5

f1

f2

f3

f4

Figura 9.3: Suddivisione del piano in faccie
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Figura 9.4: Proiezione stereografica
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Grafi planari

Dal momento che vale il

Teorema 5 (Teorema di Whitney) Un grafo è planare se e solo se ogni sua com-
ponente biconnessa è planare.

i grafi planari si intenderanno semplici e biconnessi.

Per i grafi planari vale inoltre la formula di Eulero: se G è un grafo planare con
n vertici, m spigoli ed f faccie, allora f = m− n + 2.

Osservazione 18 Dal momento che:

• un cappio aggiunge una faccia e uno spigolo, quindi la formula di Eulero non cambia

• un arco doppio aggiunge anch’esso una faccia e uno spigolo, quindi come per i cappi
la formula di Eulero non cambia

• un pennacchio aggiunge k vertici e k spigoli, quindi anche in questo caso la formula
di Eulero non cambia (figura 9.5)

Arco

doppio

Pennacchio

Ciclo

Figura 9.5: Cicli, archi doppi e pennacchi

è sufficiente dimostrare la formula di Eulero per grafi semplici.

Consideriamo ogni faccia del grafo come un poligono. Sia Kp il numero di faccie
con p lati, ovvero il numero di poligoni di dimensione p. Ogni spigolo appartiene
esattamente a due faccie (dal momento che nel grafo non ci sono pennacchi).
Possiamo scrivere:

2m = 3K3 + 4K4 + . . . + rKr

dove K3 è la dimensione minima di una faccia (non ci sono archi doppi) e Kr è la
dimensione massima; allora il numero di faccie è dato da

f = K3 + K4 + . . . + Kr

e quindi, moltiplicando per 2,

2f = 2K3 + 2K4 + . . . + 2Kr

Allora, per la formula della somma degli angoli interni ed esterni di un poligono,

π(3− 2)K3 + π(4− 2)K4 + . . . + π(r − 2)Kr︸ ︷︷ ︸
Si includono anche gli angoli interni della faccia esterna

+4π = 2π(m− f) + 4π
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9.1. PLANARITÀ

dove il 4π rappresenta la parte esterna della faccia esterna. Ma allora, dal momento
che

2π(m− f) + 4π = 2πn

segue che
f = m− n + 2

e dunque la formula di Eulero è valida.

Inoltre, se G è un grafo planare semplice, allora vale anche la seguente formula:

m ≤ 3n− 6

Infatti, poiché 2m︸︷︷︸
ogni spigolo è sul bordo di 2 faccie

≥ 3f︸︷︷︸
ogni faccia ha almeno 3 spigoli

allora f ≤ 2
3m. Per

la formula di Eulero,

m = f + n− 2 ≤ 2
3
m + n− 2⇒ 3m ≤ 2m + 3n− 6⇒ m ≤ 3n− 6

Questo risultato può essere usato per dimostrare se un grafo sia o meno planare.
Ad esempio, per K5 si ha

n = 5
m = 10
10 ≤ 15− 6 = 9

e, poiché si arriva ad un assurdo, si può concludere che K5 non è planare.
La formula precedente rappresenta però una condizione solo necessaria ma non

sufficiente. Infatti per K3,3 si ha
n = 6
m = 9
9 ≤ 18− 6 = 12

e quindi potrebbe sembrare, erroneamente, che K3,3 sia un grafo planare. Per
dimostrare che non lo è, è necessario sfruttare la formula di Eulero:

2m ≥ 4f︸︷︷︸
non ci sono cicli dispari

= 4(m− n + 2)⇒ 18 ≥ 4(9− 6 + 2) = 20

che è un assurdo.

Osservazione 19 I grafi K5 e K3,3 sono detti grafi di Kuratowsky.

Enunciamo ora dei teoremi utili per identificare i grafi planari.

Teorema 6 (Kuratowski) Un grafo G è planare se e solo se non esiste un sottografo
in G omeomorfo a K5 o a K3,3 (figura 9.6).

Teorema 7 Due grafi si dicono omeomorfi se sono isomorfi oppure se possono essere
resi tali attraverso ripetute serie di operazioni di inserzioni e fusioni.

Teorema 8 (Wagner, Harary, Tuttle) Un grafo G è planare se e solo se non
esiste un sottografo in G contraibile a K5 o a K3,3 (figura 9.7).
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Figura 9.6: Sottografo omeomorfo a K3,3

Figura 9.7: Grafo di Peterson
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9.2. ST-NUMERAZIONE

9.2 st-numerazione

Una numerazione da 1 a n dei vertici di un grafo biconnesso G è una st-numerazione
se:

• i vertici s = 1 ed t = n sono adiacenti,

• ∀j, ∃i, k tali che ij ∈ E, kj ∈ E, i < j < k, dove E è l’insieme degli spigoli di G.

Il seguente algoritmo per calcolare una st-numerazione è stato ottenuto modifican-
do la procedura di visita in profondità e opera controllando, per ogni nodo, se esso
appartiene ad un ciclo che si sviluppa dal basso verso l’alto.
Per ottenere questo, si introduce una funzione low, definita come:
low(v) = min {{u} ∪ {v}} tale che ∃ uno spigolo di riporto (u, v) tale che u è un
discendente di v nella visita in profondità = min v ∪ {low(x tale che x è il figlio di
v} ∪ w tale che (v, w) è uno spigolo di riporto}.

La procedura di visita in profondità modificata calcola per ogni nodo le seguenti
informazioni, mantenute nei rispettivi vettori:

• dfn(v) il numero progressivo ottenuto tramite visita in profondità

• padre(v) indica chi è il padre di v

• low(v)

Passo 0
v ← old
dfn(v)← count
count← count + 1
low(v)← dfn(v)

Passo 1
∀w ∈ Adj(v)

Passo 2
if w è nuovo then

add(v, w) in T
padre(w)← dfn(v)
SEARCH(w)
low(v) = min(low(v), low(w))

else
if w non è il padre di v then

low(v) = min(low(v), dfn(w))
end if

end if
Algoritmo 41: Visita in profondità modificata

La procedura SEARCH() richiamata nel Passo 2 serve unicamente ad estrarre il
nodo corrente.
L’algoritmo di visita in profondità modificata mantiene la stessa complessità della
visita in profondità tradizionale, ovvero O(max(n, m)), dove n è in numero di vertici
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Passo 0
s← visitato
t← visitato

Passo 1
∀v 6= t← non visitato

Passo 2
push t, s nella pila
count← 1
pop v dalla pila

Passo 3
while v 6= t do

if path(v) = φ then
stn(v)← count
count← count + 1

else
path(v) = vu1u2 . . . ukw
push uk, . . . , u1, v nella pila

end if
pop v dalla pila

end while
Passo 4

stn(t)← count

Algoritmo 42: st-numerazione

ed m è il numero degli spigoli del grafo.

Vediamo ora la procedura per costruire la st-numerazione (algoritmo 42).
Quando si prende in considerazione un vertice v, si devono andare ad analizzare

tutti i cammini cosituiti da spigoli dell’albero e da spigoli non dell’albero: in questo
modo si costruisce la pila.
La procedura PATH(), utilizzata da questo algoritmo, è cos̀ı definita (algoritmo 43):

Passo 0
se stiamo considerando un nuovo spigolo di riporto (v, w)⇒ (v, w)← old
path = vw

Passo 1
se stiamo considerando un nuovo spigolo dell’albero (v, w), sia w0 = ww1 . . . wk =
low)
path = (w0 . . . w)k
⇒ wiwi+1 ← old, i = 0 . . . (k − 1)

Passo 2
se stiamo considerando un nuovo spigolo di riporto (w, v), sia w0 = ww1 . . . wk

path = (vw0 . . . w)k
⇒ si assegna old a tutti gli spigoli del path

Passo 3
se da v non esce nulla di nuovo
⇒ path = φ

Algoritmo 43: Procedura path
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9.2. ST-NUMERAZIONE

Quello che si ottiene è una st-numerazione, per mezzo della quale è possibi-
le disegnare e verificare la planarità di un grafo. Vediamo come opera l’algoritmo
analizzando un esempio.

In figura 9.8 è riportato il grafo inizale, con il relativo albero e il primo inserimento
in pila. Nelle figure successive (9.9 - 9.11), sono riportati solamente i passi sulla pila.

Figura 9.8: Situazione iniziale

Figura 9.9: Inserimento di d, b ed ef

Figura 9.10: Estrazione di c, e ed f

Quella presentate nell’esempio è una st-numerazione perché s = 1 e t = n, ta-
li nodi sono adiacenti e ogni vertice ha come adiacente un vertice numerato con un
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Figura 9.11: Inserimento di b ed estrazione di b, d e a

indice superiore e uno con indice inferiore. In ogni caso, la st-numerazione non è unica.

L’algoritmo 42 ci garantisce una st-numerazione in quanto un nodo viene nume-
rato solo dopo che tutti i suoi adiacenti sono stati visitati. Tali adiacenti vengono
poi numerati successivamente al nodo preso in considerazione perché vengono inseriti
nella pila sotto al nodo in questione.
Questo garantisce di avere almeno un adiacente con numerazione maggiore1.
La garanzia che ogni vertice abbia almeno un adiacente con numerazione minore ci
viene fornita dalla maniera in cui cerchiamo i cammini. Infatti se arriviamo ad uno
spigolo già visitato, ovvero già nella pila, ci fermiamo. Da questo si deduce che un
nodo viene inserito nella pila almeno una volta grazie a un cammino in cui lui non è
vertice estremale.

La complessità computazionale di questo algoritmo è dell’ordine di O(max(m,n)),
dove m è il numero degli spigoli ed n il numero dei vertici del grafo.

9.3 Algoritmi di planarità

Esistono approcci differenti per implementare degli algoritmi di planarità, ovvero degli
algoritmi per verificare se un dato grafo sia o meno planare.

• Si fissa un ciclo di base e successivamente si aggiungono gli altri vertici e gli
altri spigoli; questa tecnica presenta però un problema: se non si sceglie il ciclo
iniziale giusto, non si hanno garanzie di arrivare alla soluzione desiderata

1Questa considerazione vale già dal primo passo, dal momento che si pone t in fondo alla pila.
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9.3. ALGORITMI DI PLANARITÀ

• si aggiunge un vertice alla volta, partendo da un grafo biconnesso con st-
numerazione: in questo modo si ha la garanzia che ogni vertice i ha almeno
un adiacente maggiore, ovvero non si sono ancora esauriti tutti i suoi adiacenti.

Analizziamo nel dettaglio la seconda soluzione proposta.

Si parte da un vertice s (un vertice isolato costituisce un grafo planare).
Ciò che si vuole al passo k è un sottografo di cui si abbia un disegno planare per poter
ottenere, al passo k + 1, un sottografo maggiore di cui si abbia ancora un disegno
planare. Vediamo come lavora l’algoritmo con un esempio.

Sia dato il grafo G1 come in figura 9.12. Il nodo 2 sarà adiacente al nodo 1
(garantito dalla st-numerazione). Quindi si dispongono i nodi in modo da avere tutti
gli adiacenti di 1 allo stesso livello (abbiamo aggiunto anche tutti gli adiacenti di 2,
anche se si duplica qualche vertice).

1

2 3 4 5 6

3 G1

G2

planare

Figura 9.12: Grafo iniziale G1

Successivamente si aggiungono gli adiacenti del nodo 2, eventualmente duplicando
dei vertici (aggiungendone di fittizi). Si crea cos̀ı la cosidetta forma a cespuglio (bush
form) del grafo G2: tutte le copie dello stesso nodo devono risultare vicine, nella
rappresentazione grafica (figura 9.13).

Nelle figure successive (9.14 - 9.18) sono riportati i vari passi che portano al grafo
finale G6, rappresentato in figura 9.19.

Osservazione 20 La st-numerazione garantisce la connessione perché si aggiungono
dei vertici ad una struttura che ha già la proprietà desiderata.

Osservazione 21 Tale algoritmo viene implementato tramite dei PQ-tree [10], ov-
vero degli alberi i cui nodi sono caratterizzati dalle operazioni che si possono appli-
care sui nodi stessi e dunque i nodi possono essere diversi tra loro. Questo tipo di
implementazione ci porta ad ottenere un algoritmo con complessità lineare.
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Figura 9.13: Forma a cespuglio del grafo G2

Figura 9.14: G3 planare
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Figura 9.15: Grafo G3

Figura 9.16: G4 planare

Figura 9.17: Forma a cespuglio del grafo G4

Figura 9.18: G5 planare
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Figura 9.19: Grafo finale G6 - disegno piano
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Disegno di grafi

10.1 Convenzioni del disegno

Esistono diversi modi per disegnare un grafo. Ad esempio (figura 10.1):

1. disegno poligonale

2. disegno rettilineo

3. disegno ortogonale

4. disegno su griglia

5. disegno planare (§ 9.1)

Figura 10.1: 1. Disegno poligonale - 2. Disegno rettilineo - 3. Disegno ortogonale -
4. Disegno su grigli

Non per tutti i grafi è possibile ottenere un disegno planare. In tal caso, allora
vengono introdotti dei vertici fittizi: partendo dal grafo planare massimale, vengono
aggiunti spigoli in modo planare fino a che sia possibile, nel momento in cui si presenta
un’intersezione, si aggiunge un vertice fittizio. Ovviamente, l’introduzione di vertici
fittizi fa si che si creino delle faccie fittizie.
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Nel momento in cui si disegna un grafo, si deve prestare attenzione a diversi fattori,
che possono essere classificati come segue:

Criteri estetici

• minimizzazione del numero degli incroci tra gli archi

• minimizzazione della lunghezza totale degli archi (limitazioni sulla somma
o sulle singole lunghezze)

• minimizzare il numero di curve (bend) (dunque sono preferibili spigoli
rettilinei o con al più un bend1 come nella rappresentazione ortogonale;
questo tipo di limitazione è dunque legata alle convenzioni del disegno)

• minimizzazione dell’area (totale o parziale, riguardante cioè solo una parte
di disegno)

• massimizzazione del disegno data un’area prestabilita (disegno vincola-
to)

Vincoli

• centralità, ovvero un vertice specifico del grafo deve occupare il punto
centrale del disegno

• posizione esterna

• orientamento (basso −→ alto, sinistra −→ destra)

I diversi tipi di rappresentazione grafica offrono uno strumento per la compressione
dell’immagine: si costruisce il disegno planare di un grafo, si passa all’ortogonalizza-
zione, si effettua un controllo sulle coordinate dei vertici in modo da scalarle quanto più
sia possibile (connessioni di lunghezza minima). Con questo procedimento, all’interno
del disegno non viene lasciato nessuno spazio non utile.

10.2 Grafi st-planari

Un grafo G si dice st-planare se è un grafo diretto aciclico che ammette una st-
numerazione con s e t appartenenti alla faccia esterna (§ 9.2). Devono valere inoltre
le seguenti proprietà:

1. ∀v ∈ V , v è su un cammino da s a t, dove V è l’insieme dei vertici del grafo

2. ∀v ∈ V , gli archi uscenti ed entranti appaiono consecutivamente intorno a v
(figura 10.2)

3. ∀f ∈ G, i confini di f sono delimitati da due cammini con origine e destinazione
comune

1Questo perché gli angoli nei circuiti elettrici introducono negatività, ovvero perdita di segnale.
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Figura 10.2: Archi uscenti ed entranti consecutivi

Di un grafo st-planare è sempre possibile ottenere un disegno upward, ovvero un
disegno in cui tutti gli spigoli siano orientati dal basso verso l’alto.

L’insieme (V ∪S∪F ) dei vertici, spigoli e faccie del grafo è detto insieme degli ele-
menti topologici del grafo. È possibile fornire una caratterizzazione per tali elementi
in modo tale da identificarli come un singolo elemento topologico senza specificare di
quale si tratti.

Vertici origine (HIGH ) e destinazione (LOW ) coincidono con il vertice stesso; si
possono individuare due faccie; sinistra (LEFT ) e destra (RIGHT ), caratteriz-
zate da tutti gli spigoli entranti e da tutti quelli uscenti

Spigoli origine e destinazione sono determinate dalla direzione dello spigolo; uno
spigolo può essere:

• interno, ovvero è al confine di due faccie

• esterno, ovvero appartiene al bordo esterno del grafo (quindi rispetto alla
parte interna individua una faccia mentre l’altra faccia sarà quella esterna)

Faccie origine e destinazione sono quelle dei due cammini che delimitano la faccia;
sinistra e destra coincidono con la faccia stessa.

Per ogni grafo planare, è possibile definirne un duale, considerando ogni faccia del
grafo originale come un nodo del grafo duale (compresa la faccia esterna).
Se nel grafo originale G ci sono due faccie adiacenti, allora nel grafo duale esisterà
uno spigolo, orientato da sinistra verso destra (e dal basso verso l’alto), che congiunge
i due nodi che rappresentano tali faccie. Il duale di un grafo planare è anch’esso
planare.
Per far si che il duale di un grafo st-planare sia st-planare, si deve considerare una
faccia esterna sinistra e una faccia esterna destra e poi si devono inserire gli spigoli,
tenendo conto delle adiacenze, assegnando loro un verso di percorrenza da sinistra a
destra. Riassumendo (figura 10.3):

G st-planare orientato dal basso verso l’alto

GD st-planare orientato da sinistra verso destra
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Figura 10.3: Grafo planare e suo duale
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Dunque, se in G gli spigoli sono caratterizzati da due vertici e da due faccie, in GD

sono caratterizzati da due faccie e da due vertici. I vertici in G sono caratterizzati da
un vertice e da due spigoli, quindi in GD sono caratterizzati da una faccia e da due
cammini.

È possibile rappresentare il grafo a partire da s come una sequenza di spigoli, vertici
e faccie che ci consenta di visitare tutto il grafo fino ad arrivare a t. Infatti, per ogni
elemento topologico, si può stabilire un ordine con un doppio verso di percorrenza
(alto −→ basso, sinistra −→ destra).

10.3 Rappresentazione di grafi st-planari

Vediamo dunque come rappresentare un grafo G st-planare attraverso un’unica strin-
ga data dalla sequenza di spigoli, vertici e faccie, e forniamo inoltre delle operazioni
che lavorino in modo efficiente su tale rappresentazione.

Si dice che un elemento topologico x è posto sotto ad un altro elemento topologico
y, e si indica con (x ↑ y), se esiste un cammino in G dall’origine di x (HIGH(x)) alla
destinazione di y (LOW (y)) Diciamo inoltre che un elemento topologico x è posto
alla sinistra di un altro elemento topologico y, (x→ y), se esiste un cammino in GD

dalla destra di x (RIGHT (x)) alla sinistra di y (LEFT (y)).
Quelli appena definiti sono due ordinamenti parziali che, messi insieme, forniscono

un ordinamento totale su tutti gli elementi topologici del grafo.

Dati x, y ∈ (V ∪ E ∪ F ), vale una ed una sola tra le seguenti relazioni:

• x ↑ y

• y ↑ x

• x→ y

• y → x

È inoltre possibile definire un ordinamento sinistro x <L y ⇐⇒ (x ↑ y) ∨ (x→ y)
e un ordinamento destro x <R y ⇐⇒ (x ↑ y) ∨ (y → x).

Definiamo infine una sequenza sinistra come quella sequenza di elementi topologici
del grafo ordinati secondo l’ordinamento sinistro <L. Un esempio di sequenza sinistra
per il grafo in figura 10.4 è:

f0 v0 e1 f1 e2 v1 e5 v3 e6 v5 e9 f2 e7 f3 e4 f4 e3 v2 e8 v4 e10 v6 f5

La stringa della sequenza sinistra ha dimensione lineare nel numero di elementi
topologici che costituiscono la sequenza stessa.
E’ possibile effettuare operazioni di mutamento sulla struttura del grafo agendo su
questa lista di elementi topologici. Ad esempio, rispetto ad una faccia, è possibile
operare inserimenti e cancellazioni, mentre rispetto ad un vertice si possono effettuare
operazioni di espansione e contrazione (figura 10.5).
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Figura 10.4: Sequenza sinistra

Figura 10.5: Operazioni su faccie e vertici
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Quegli algoritmi che consentono di modificare la struttura di grandi grafi agendo
localmente sulla parte di grafo coinvolta della variazione vengono detti algoritmi di-
namici, nel senso che consentono di gestire dinamicamente le operazioni.
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