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Caricamento di 2d valori distinti su ipercubo

Abbiamo una sequenza di valori
[

x0, . . . , x2
d
−1

]

da inserire

processori di una macchina parallela con interconnessione ad
ipercubo e con 2d processori.

◮ L’unico processore in grado di ricevere l’input è il processore 0;

◮ il tempo minimo richiesto per effettuare la lettura di 2d valori
è in Ω(2d);

◮ si cerca pertanto un algoritmo che completi il caricamento in
Θ(2d) operazioni.



Cammino Hamiltoniano

Un cammino Hamiltoniano è un cammino che attraversa ogni
vertice di un grafo una e una sola volta.
Avendo a disposizione un cammino Hamiltoniano fra i processori
della macchina parallela con connessioni ad ipercubo, possiamo
ottenere il caricamento dei dati in tempo Θ(2d) passando le
informazioni in avanti lungo tale cammino.



Distanza di Hamming

La distanza di Hamming dH(x , y) fra due stringhe binarie x e y di
k bit è il numero di bit in cui queste stringhe differiscono.
Due vertici in un ipercubo sono adiacenti se e solo se hanno
distanza di Hamming pari ad 1.
Individuare un cammino Hamiltoniano in un ipercubo corrisponde
pertanto ad individuare un ordinamento dei vertici tale che due
vertici consecutivi nell’ordinamento abbiano distanza di Hamming
pari ad 1.
Per ottenere un ordinamento dei vertici che goda di questa
proprietà utilizzeremo i codici di Gray (in particolare, il cammino
che otteremo sarà un ciclo, in quanto testa e coda del cammino
trovato saranno adiacenti).



Codice di Gray

Un codice di Gray si ottiene in maniera ricorsiva sfruttando le
riflessioni su assi di simmetria:
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Il codice di Gray per una
dimensione si ottiene ri-
flettendo il codice per
la dimensione precedente.
Va quindi aggiunto il bit
più significativo che sarà
uno 0 per la prima metà
delle parole codice e un 1
per la seconda metà.



Codifica e decodifica per numeri di d bit

Per calcolare il codice di Gray g(x) = y di un numero x senza
calcolare l’intera tabella si può usare la seguente formula:
g(x) = xd−1 xd−2 xd−3 . . . x1 x0 ⊕

xd−1 xd−2 . . . x2 x1

Per calcolare la funzione inversa a quella di codifica g−1(y) = x

senza calcolare l’intera tabella si può usare il seguente algoritmo:
(g−1(y))d−1 = yd−1;
(g−1(y))i = xi+1 ⊕ yi .



Notazione

Con ⌢ indichiamo la concatenazione: se a e b sono due stringhe di
bit, a⌢b è la stringa ottenuta concatenando la stringa b alla
stringa a. Ad esempio, 0110⌢101 = 0110101.

Con g(x)
d−1

indichiamo la stringa ottenuta da g(x)
complementando il bit in posizione d . Ad esempio, se
g(x) = 011001, g(x)

2
= 011101.



Correttezza della codifica

Per dimostrare la correttezza della codifica procediamo per
induzione sul numero di bit del valore da codificare.
Vogliamo quindi dimostrare che, applicando la formula di codifica
alla rappresentazione binaria del numero i otteniamo l’elemento
i + 1-esimo nella costruzione del codice di Gray (data dalla
definizione ricorsiva che utilizza assi di simmetria).

1. Per numeri con 1 bit, la codifica non fa altro che copiare il bit.
Pertanto codifica e tabella costruita tramite riflessione
coincidono e il passo base è valido.

2. Per ipotesi induttiva la costruzione è valida per valori con al
più d bit – questo ci permette di sfruttare per tali valori tutte
le simmetrie determinate dalla costruzione del codice.



Correttezza della codifica (completamento dell’induzione)

Ci rimane da verificare la correttezza per codifiche di d + 1 bit.

Qualora il bit più significativo sia uno 0 la verifica è immediata (la
codifica rimane identica, con uno 0 come prefisso ed è corretta
grazie all’ipotesi induttiva).

Nel caso in cui il bit più significativo sia un 1, il bit in posizione d

viene complementato, mentre tutti i rimanenti rimangono invariati.
Ad esempio, per x = 11001 abbiamo:

g(x)

1 1 0 0 1 ⊕

1 1 0 0 =

1 0 1 0 1

g(1⌢x)

1 1 1 0 0 1 ⊕

1 1 1 0 0 =

1 0 0 1 0 1



Correttezza della codifica (completamento dell’induzione)

Sia quindi 1⌢x il numero di d + 1 bit che vogliamo codificare.
Definiamo due valori, l e k , in funzione del valore di x :

l k l + k

0 ≤ x < 2d−1 x + 1 2d−1 − x 2d−1

2d−1 ≤ x < 2d 2d − x x − 2d−1 2d−1



Correttezza della codifica (completamento dell’induzione)

Per l’ipotesi induttiva, sappiamo che la codifica di x si trova in
posizione x + 1 nel codice di Gray per numeri di d bit.
Poichè 1⌢x = x + 2d , dobbiamo verificare che la codifica ottenuta
per g(1⌢x) sia in posizione x + 1 + 2d nel codice di Gray per
stringhe di d + 1 bit.
Questa verifica è immediata considerando che g(1⌢x) sarà in
posizione simmetrica rispetto alla posizione di g(x)

d−1
, che a sua

volta si trova a distanza 2k + 1 da g(x) (vedi figure nella pagina
seguente).
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Pseudo-codice – caricamento su ipercubo

Avendo a disposizione un metodo efficiente per individuare un
cammino Hamiltoniano fra i vertici dell’ipercubo, siamo in grado di
descrivere un algoritmo di caricamento dei dati con tempo di
esecuzione in Θ(2d):

for i = 1 to 2d − 1 pardo:
Pi : ord [i ] = g−1(i)

pred [i ] = g(ord [i ] − 1)

for h = 0 to 2d − 1 do:

for k = 0 to 2d − 1 pardo:
P0: val [0] = read(x[h])
Pi : if ord [i ] ≤ h then val [i ] = val [pred [i ]]



Simulazione scrittura concorrente

Vogliamo simulare su una PRAM EREW la scrittura concorrente di
n processori su un’unica locazione di memoria.
Il valore che andremo a salvare in questa locazione sarà il risultato
dell’applicazione di una funzione f (x1, . . . , xn) che sia
COMMUTATIVA (quindi, ad esempio, una sommatoria, una
produttoria, il massimo o minimo, ecc...).



Pseudo-codice – simulazione scrittura concorrente

Per semplicità assumiamo che n sia una potenza di 2.
I dati del processore i sono nella cella i di un vettore D di n

elementi, e al termine f (D[i ], . . . .D[n − 1]) viene salvato in D[0].

for j = 1 to log n do:
for i = 0 to n/2j − 1 pardo:

Pi D[i ] = f (D[i ],D[i + n/2j ])


