Tecnica del salto del puntatore

In questa sezione si analizza la tecnica del salto del puntatore, una tecnica algoritmica parallela  che permette di creare algoritmi veloci per operare con le liste sul modello di macchina  P-RAM  EREW.

È prima di tutto necessario descrivere il dominio di applicazione di tale tecnica; si vogliono risolvere problemi che hanno come input liste (o strutture che seguono la stessa logica) e come output il risultato dell’applicazione di una qualche “proprietà” a tutti gli elementi della lista.

Dal punto di vista formale, una lista è costituita da un insieme finito di elementi omogenei tra loro, su cui sono definite delle operazioni come l’inserimento, la cancellazione, la ricerca di elementi. 

Nell’applicazione di tale tecnica è necessario porre delle restrizioni alle liste in input; devono essere non circolari (o comunque non contenenti sottoinsiemi circolari, perché altrimenti si entrerebbe in loop infiniti) anche se possono non soddisfare la linearità. Queste ulteriori ipotesi permettono di interpretare alberi come liste, inglobando, quindi, tali strutture del dominio di applicazione della tecnica.

È noto che una lista (L) può essere implementata sia tramite array che tramite puntatori; si è deciso di usare la prima implementazione per descrivere il codice dell’algoritmo (in modo da aumentarne la leggibilità) e la seconda corredata di disegni per rendere immediata la comprensione dell’idea da sviluppare.

Nel primo caso si hanno due array di uguale dimensione (Value e Next); nel primo, per ogni indice i, nella locazione i-esima c’è scritto il valore corrispondente all’i-esima posizione della lista; nel secondo ciascun elemento contiene l’indice (puntatore) dell’elemento successivo nella lista. Come convenzione si suppone che il successivo dell’ultimo elemento è lo zero.
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L’altra implementazione (lista linkata) fa uso di record con due campi, value, contenente il valore numerico e next, puntatore all’elemento successivo. La seconda implementazione è più elastica in termini delle operazioni su liste e, inoltre, ha una struttura molto compatta, questa caratteristica permette di focalizzare meglio la lista nel suo insieme.   

 value next


….…
La tecnica consiste nell’eseguire sequenzialmente sulla lista di input uno stesso passo  parallelo un numero logaritmico di volte. Tutti gli elementi della lista che hanno un successivo lo modificano assegnandogli il successivo di quest’ultimo; dal punto di vista visivo si ha che ad ogni passo ogni elemento salta un puntatore 


dal punto di vista delle strutture, si ottiene che ad ogni passo la lunghezza di ciascun link è raddoppiata. Da quest’ultima osservazione si può banalmente dedurre che dopo (log2 n( passi tutti gli elementi puntano alla fine della lista (la lunghezza dei link non può superare n).

Inoltre, è possibile dimostrare un’espressione di ricorrenza sul numero di elementi che ad ogni passo acquistano come successivo NULL. Infatti, detto A il vettore che accumula tali informazioni (A[i] contiene il numero di elementi di L che puntano a NULL per la prima volta alla fine del passo i-esimo, i = 0.. (log2 n( ) si ha che, 

Passo 0 : A[0] = 1

Passo i ( i = 1.. (log2 n (): A [i] = 2i-1 

Passo (log2 n( : A [i] = n – B[(log2 n (]

dove B è il vettore contenente per ogni passo (i) il numero complessivo di elementi che fino all’esecuzione completa di i  puntano a NULL 
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Di seguito è mostrato un esempio dell’applicazione del “passo parallelo di salto” a L ad un tempo i generico.

Si supponga che al passo i la lista L sia strutturata nel seguente modo   

 

Se si applica il salto  


si ottengono le liste  


Questo esempio permette di introdurre un nuovo punto di vista nell’analisi di tale tecnica; ci si può concentrare sulle successive trasformazioni che subisce la lista in termini della forma assunta ad ogni passo, piuttosto che sui cambiamenti relativi ai puntatori. Si ha che al primo passo è suddivisa (partizionata) in due liste di dimensione n/2 disgiunte (una contenente gli elementi di posizione dispari, l’altra quelli di posizione pari); ad un passo generico ogni sottolista costruita al passo precedente che ha almeno due elementi è a sua volta spezzata in due. Iterando tale procedura un numero logaritmico di volte, si ottiene che la lista di partenza è suddivisa in n liste di dimensione uno (non permettendo più l’applicazione di tale tecnica). 

È possibile formalizzare la tecnica tramite un algoritmo a patto naturalmente di fissare un modello di macchina (P-RAM EREW) e di selezionare i processori da usare. Si considerano N = O(n), con n pari alla dimensione di L. Dietro la notazione asintotica c’è una corrispondenza biunivoca tra processori e elementi della lista, ottenendo che N coincide con n (N=n). Tale corrispondenza deve rimanere invariata durante tutta l’esecuzione dell’algoritmo (per esempio è possibile selezionare i primi n processori e assegnarli in sequenza agli n elementi della lista). Il passo parallelo eseguito da ciascun processore consiste proprio nel modificare il campo next dell’elemento ad esso associato, sempre se ciò è possibile.

Di seguito è riportata una possibile implementazione algoritmica per tale tecnica:

FOR  I =1   TO   (log2n(   DO 

FOR  EACH   J(L :  next[J] ( NULL  PARDO



PJ:  next[J] ( next[next[J]] 
Il tempo di esecuzione è O(log2 n) e il costo è O(n log2 n). Fermandosi a una analisi superficiale si può giudicare tale tecnica un modo semplice e elegante per scorrere tutta la lista, se invece si va un po’ più in profondità si nota che non è efficiente né rispetto all’uso delle risorse (per essere precisi i processori), né rispetto al lavoro. Per quanto riguarda la prima carenza, si può notare che ad ogni passo diminuisce il numero di processori attivi; infatti, per la corrispondenza fissata tra processori ed elementi, il numero di processori che divengono inattivi ad ogni passo è pari al numero di elementi che impostano il successivo a NULL (A[i]). Di conseguenza, solo al primo passo si sfruttano a pieno le risorse stanziate, dopodiché i processori inattivi rimangono assegnati al programma per tutta la sua esecuzione senza poter subire rilascio a causa dell’architettura della P-RAM. Per quanto riguarda il secondo aspetto, il miglior algoritmo sequenziale che permette di scorrere una lista impiega tempo O(n). Quindi l’algoritmo parallelo esegue una mole di lavoro maggiore rispetto al sequenziale, risultando inefficiente.   

Per dimostrare che è sufficiente la lettura esclusiva, è necessario analizzare il comportamento dei processori rispetto a due istruzioni,  next[J] ( null e next[next[J]]. Quest’ultima istruzione è stata estrapolata da next[J] ( next[next[J]]; infatti, rispetto al ciclo di estrazione-esecuzione questa istruzione è composta di più passi, il reperimento dell’informazione, la scrittura di quest’ultima nella memoria locale del processore e il suo trasferimento da memoria locale a condivisa. 

Per tornare, durante l’esecuzione della prima istruzione (next[J] ( null) si ha che tutti i processori accedono all’oggetto ad essi associato non disturbandosi l’un l’altro (la corrispondenza oggetti-processori è biunivoca); durante l’esecuzione della seconda contemporaneamente tutti i processori leggono prima il campo next del proprio oggetto (che è ancora un oggetto) memorizzandolo in memoria locale senza bisogno di concorrenza, poi  trovato questo in memoria condivisa accedono al suo campo next memorizzando tale informazione ancora in memoria locale. Ora  è necessario  dimostrare che il nuovo oggetto è diverso per ogni processore (solo in questo modo si può permettere lettura esclusiva). Supposta la lista  lineare e non circolare e osservato che ad ogni passo di applicazione della tecnica i link della lista modificabili aumentano tutti della stessa quantità, si ha che per ogni elemento (i) esiste al più un solo elemento (j (i) tale che j punta ad i. Da questo banalmente si può derivare che la seconda parte della seconda istruzione è eseguita in lettura esclusiva. Discorso analogo può essere fatto per la scrittura (next[J] ( next[next[J]]), tutti i processori scrivono nell’oggetto ad essi associato un’informazione risiedente in memoria locale, non ostacolandosi l’un l’altro. 

Questa tecnica è anche nota con il nome di “shortcutting”, perché si taglia la lista riducendone le dimensioni. 

Tutto quanto detto finora è del tutto generale, tanto che in pratica si può applicare a foreste radicate, a patto di apportare alcune modifiche all’interpretazione delle strutture. È necessario trasformare il significato dell’elemento successivo: n ha come successivo p se e solo se p è il padre di n nell’albero. Di conseguenza, nelle strutture considerate sono possibili duplicazioni di indici o di puntatori (è possibile che più nodi abbiano lo stesso padre), ottenendo liste non lineari. Si deve anche notare che ogni albero è rappresentato mediante una lista, in modo tale l’ultimo elemento della lista corrisponde alla radice dell’albero. 
L’algoritmo rimane lo stesso anche se adesso è necessario applicarlo in parallelo a tutti gli alberi della foresta. Sia F = {T1, T2, …Tm} la foresta di input, e n il numero totale di nodi della foresta. Ogni nodo è un record con due campi (label  e parent).    

ALGORITMO

FOR  EACH Ti ( F  PARDO


Di ( l’altezza di Ti
FOR  EACH Ti ( F  PARDO

FOR  J = 1   TO (log2 Di ( DO 

FOR  EACH   n( Ti :  parent[n] ( NULL  PARDO



Pn:  parent[n] ( parent[parent[n]] 
Durante l’applicazione della tecnica, ricordando quanto detto per le liste lineari, si ha che ad ogni  passo tutti gli alberi riducono la propria altezza della metà (finché ciò è possibile, naturalmente). Se la veridicità di questa affermazione non è immediata, si può immaginare una lista non lineare come la sovrapposizione di diverse liste lineari, dove quella di dimensione massima stabilisce il valore dell’altezza dell’albero. (L’algoritmo è applicato in parallelo a ciascuna lista). Dopo log2d passi (con d l’altezza dell’albero di profondità massima nella foresta) si ottengono n alberi ciascuno di un solo elemento, a patto di permettere lettura concorrente. Quindi, ponendo come modello di macchina una P-RAM CREW, il tempo d’esecuzione è O(log2d). Il lavoro è invece O(n log2d), infatti, per realizzare il parallelo è necessario assegnare un processore ad ogni nodo della foresta. Non c’è bisogno di permettere scrittura concorrente, perché ogni processore scrive nell’oggetto ad esso associato (la corrispondenza è biunivoca). 

Applicazione di un passo dell’algoritmo ad un albero:


Nel seguito si mostra l’applicazione di tale tecnica a tre problemi, il calcolo del rango di una lista, il calcolo delle somme prefisse per una lista e la ricerca della radice per ogni nodo di una foresta. Data la trattazione generale della tecnica si è deciso di soffermarsi sull’osservazione che è necessario aggiungere alla tecnica in modo da risolvere il problema.

Calcolo del rango

Sia data una lista linkata lineare di lunghezza n (L) in memoria condivisa di una P-RAM EREW. Si vuole calcolare la distanza di ciascun elemento dalla fine della lista (rango), cioè si vuole restituire un vettore di dimensione n (RANK[]) tale che per ogni oggetto i della lista RANK[i] contiene il numero degli oggetti che sono successivi ad i in L.

È possibile formalizzare questo problema tramite una funzione ricorsiva semplice

0                                  se  next[i] = NULL

                  RANK[i] =



RANK[next[i]] + 1 
altrimenti

dove i è un generico oggetto della lista. Infatti, banalmente, si ha che l’ultimo elemento della lista non ha successivi e che ogni altro elemento  ha come successivi il successivo e tutti i successivi di quest’ultimo.   

L’implementazione derivante dalla funzione sopra descritta richiede che il k-esimo elemento sia costretto ad aspettare che i k-1 elementi che lo seguono determinano le loro distanze per poter calcolare la propria, ottenendo quindi un algoritmo sequenziale.

È necessario cambiare punto di vista per costruire un algoritmo parallelo. Nelle ipotesi di sfruttare la tecnica del salto del puntatore, ad ogni passo ogni elemento ha necessità di accumulare una qualche informazione relativa agli elementi della lista che sta sorpassando  prima di effettuare il salto, per esempio il loro numero. 

ALGORITMO

FOR I=1 TO n PARDO


PI: IF(next[I] = NULL)




 
THEN  INF[I] ( 0

    
ELSE    INF[I] ( 1

FOR I=1 TO (log2n(  DO 

FOR J=1 TO n–2I-1 PARDO




PJ: INF[J]  ( INF[J] + INF[next[J]]


    

next[J] ( next[next[J]] 
Ad ogni passo di esecuzione dell’algoritmo, per ogni oggetto i, INF [i] contiene il numero degli elementi fino a quel momento scoperti come successori di i tramite i link percorsi (ogni link attraversato implica il riconoscimento di un nuovo successivo).

Al passo base (0),  per ogni elemento, in tempo costante si è in grado di calcolare la presenza di un successivo (next ( NULL); INF[i] è zero se è l’ultimo elemento della lista, uno altrimenti. Passo iterativo, ogni elemento i accumula l’informazione relativa al successivo corrente. 

Come conseguenza di quello detto nella parte generale, si ha che il tempo di esecuzione è O(log2 n) e il costo è O(n log2 n).

Per dimostrare la correttezza di tale algoritmo, bisogna far vedere che quando l’algoritmo termina 

(#)    INF[i]  = RANK[i]  (i    1 ( i ( n 

i = n. Si consideri come caso a parte della dimostrazione l’ultimo oggetto della lista. Per questo elemento è possibile far vedere che (() è soddisfatta cavandosela con poco. Infatti, l’ultimo oggetto è inizializzato al passo 0 mediante l’assegnazione di zero a INF[n] e durante l’esecuzione dell’algoritmo non è ulteriormente modificato. Ma ciò è corretto, perché l’ultimo elemento non ha successivi (RANK[n] = 0).

 i ( n. Per tutti gli altri elementi si dimostrerà per induzione sui passi dell’algoritmo che all’uscita  di ciascuna iterazione (o in maniera analoga all’ingresso della successiva),  INF[i] contiene il numero di elementi (calcolato rispetto la lista L) compresi tra l’originale successore di i e il successore corrente (entrambi inclusi). Per ogni i indicando con nextj(i) l’indice dell’oggetto successivo a i dopo j iterazioni (next0 è l’originale  successivo di i) e con infj[i] l’informazione contenuta in INF[i] dopo la j-esima iterazione si vuole dimostrare che (passo j ( [0, (log2n( ]     infj[i] = |[next0(i), nextj(i)]|,  dove [next0(i), nextj(i)] è una sottolista continua di L.

Passo base (t=0)

Non c’è nessuna esecuzione del ciclo parallelo. Da una parte è necessario stimare per ogni i l’intervallo [next0(i), next0(i)] che ha cardinalità uno, d’altra parte per ogni oggetto diverso dall’ultimo (caso studiato a parte proprio per questa ragione) inf[i] è inizializzato a uno prima di iniziare il ciclo.

Quindi   1 = inf0[i] = |[next0(i), next0(i)]| =  1, dimostrando l’affermazione.

Passo iterativo (supposto vero per t = j-1 si vuole dimostrare per j)

Per l’ipotesi induttiva si ha che appena entrati nel j-esimo passo infj-1[i] = |[next0(i), nextj-1 (i)]| con nextj-1(i) l’attuale successivo di i. La dimostrazione può prendere due strade diverse a seconda se nextj-1(i) è NULL o meno.

Caso1 (nextj-1(i) ( NULL) 

Applicando la prima istruzione dell’algoritmo si ha che infj[i] = infj-1[i] + infj-1[nextj-1(i)] (che in termini di liste è |[next0(i), nextj-1(i)]| + |[next0(nextj-1(i)), nextj-1(nextj-1(i))]|). Le due sottoliste sono successive il L in quanto next0(nextj-1(i)) è l’elemento successivo di nextj-1(i) in L. Quindi  infj[i] = |[next0(i), nextj-1(nextj-1(i))]|, ma d’altra parte la seconda istruzione setta nextj (i) a nextj-1(nextj-1(i)) completando la dimostrazione.

Caso2 (nextj-1 (i)= NULL) 
In questo caso la dimostrazione è banale; infatti, l’algoritmo non è eseguito quindi  infj[i] =  infj-1[i].

Ora rimane da dimostrare che INF[i] = RANK[i]  (i 1 ( i ( n.  Tale risultato è banalmente ottenuto sfruttando la dimostrazione per induzione. Infatti, INF[i] = INF(log n( [i] = |[next0(i), next(log n( (i)]|, ma d’altra parte la tecnica del salto del puntatore è tale che dopo (log n( passi ogni elemento ha successivo a NULL. Quindi aggiungendo tale informazione si ha che INF[i] = |[next0(i), NULL)]|,che è la cardinalità della sottolista di L che partendo dall’elemento successivo a i arriva fino alla fine della lista prendendo tutti gli elementi (cioè il RANK[i]).

Calcolo delle somme prefisse 

Data una sequenza di n  numeri interi (a1…an), si vuole restituire in output un vettore V di dimensione n tale che per ogni i = 1 .. n, 

V[i] =  
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= a1 + a2 +… +ai-1 + ai.

Per semplicità, la sequenza è memorizzata in V. Per calcolare tali somme parziali, chiamate in letteratura prefisse, si può usare la tecnica del salto del puntatore. Infatti, è possibile interpretare il vettore come una lista, a patto di introdurre un vettore ausiliario Next (di dimensione n), contenente per ogni i, l’indice dell’elemento successivo in V.

Una prima soluzione è la seguente,

ALGORITMO 1

FOR J = 1 TO n PARDO


next[J] ( J

FOR I = 1 TO (log2 n( DO

FOR J = 1 TO n PARDO


Pj :
 IF (next[J] ( NULL) 




 THEN






V[J]( V[J] + V[next[J]]






next[J] ( next[next[J]]

Sia R[1..n] il vettore contenente il broadcast dell’elemento V[1], (simulazione della lettura concorrente)  

FOR J = 1 TO n PARDO


Pj : IF(J < n)




 THEN






V[J] ( R[J] - V[J+1]




 ELSE






V[J] ( R[J] 

L’applicazione della tecnica al vettore comporta che ogni elemento della sequenza accumuli delle informazioni sugli elementi successivi e non sui precedenti, ottenendo alla fine del passo corrispondente che   

V[i] =  
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che corrispondono alle somme postfisse. Per ottenere da queste le somme prefisse basta osservare che alla fine dell’algoritmo si vuole

V[i] =  
[image: image4.wmf]å

=

i

j

j

a

1

 = 
[image: image5.wmf]å

=

n

j

j

a

1

 - 
[image: image6.wmf]å

+

=

n

i

j

j

a

1

 (  (V[J] ( V[1] - V[J+1])

dove 
[image: image7.wmf]å

=

n

j

j

a

1

 e 
[image: image8.wmf]å

+

=

n

i

j

j

a

1

sono rispettivamente i valori contenuti in  V[1]  e V[i+1] alla fine del  passo di applicazione della tecnica. Per mantenersi sul  modello di macchina EREW, bisogna trasmettere il valore contenuto in V[1] a tutti i processori, in modo da non avere sovrapposizioni in lettura. Ciò è ottenuto tramite l’applicazione del broadcast (O(log2 n)).

Il tempo di esecuzione e il costo dell’algoritmo sono gli stessi della tecnica del salto del puntatore.

È stata trovata anche una seconda soluzione. Questa si basa sull’idea di dare in input alla tecnica il vettore ribaltato (V[i]  ( V[n-i+1]), in modo che alla terminazione della tecnica siano calcolate le somme prefisse degli elementi. Da notare che V[i] contiene la somma prefissa dell’ (n-i+1)-esimo elemento, quindi, è necessario un secondo ribaltamento per riaggiustare la corrispondenza.

ALGORITMO 2

FOR J = 1 TO n PARDO

 Pj :
 V[J]( V[n-J+1] 

FOR I = 1 TO (log2 n( DO

FOR J = 1 TO n PARDO


Pj :
 IF (next[J] ( NULL) 




 THEN






V[J]( V[J] + V[next[J]]






next[J] ( next[next[J]]

FOR J = 1 TO n PARDO

 Pj :
 V[J]( V[n-J+1] 

Anche con questa implementazione il tempo è  O(log2 n), il costo  O(n log2 n) e il modello di macchina è EREW (i processori si sincronizzano nelle letture). 

ricerca della radice per ogni nodo di una foresta

Si supponga di avere in input una foresta di alberi  radicati, si vuole ottenere in output per ogni vertice l’etichetta della radice dell’albero a cui appartiene. Per analizzare il problema nella sua generalità si è deciso di non fissare limiti sull’indegree di ogni nodo, quindi si considerano alberi di arità qualsiasi.  

L’algoritmo proposto trasforma ciascun albero T di n nodi e di radice r in una stella attraverso la tecnica del salto del puntatore. Una stella è uno pseudo-albero orientato radicato in r di altezza 1 tale che ogni nodo punta direttamente alla radice. Da osservare che anche r punta a se (per questo è “pseudo”). 


foresta di alberi radicati F



foresta di stelle corrispondenti a F
ALGORITMO 

FOR I = 1 TO n PARDO



IF (parent[I]= NULL)

 


THEN root[I] ( name[I]



ELSE   root[I] ( name[parent[I]]

WHILE (I: parent[I] ( NULL



FOR J = 1 TO n PARDO




IF (parent[J] ( NULL)




 THEN






root[J]   ( root[name[parent[J]]]






parent[J] ( parent[parent[J]]

I vettori parent[], name[] e root[] contengono rispettivamente il puntatore al padre del nodo (nel caso della radice c’è NULL), l’etichetta del nodo e l’etichetta della radice dell’albero a cui appartiene (inizialmente è 0).

Non viene data la  spiegazione relativa al suo funzionamento, perché quest’ultima è del tutto analogo a quella dei precedenti. L’algoritmo viene direttamente applicato su un esempio (l’albero di input è quello della figura). 
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L’algoritmo ha tempo di esecuzione O(log2 n), costo O(n log2 n) in quanto applicazione della tecnica del salto del puntatore. Il modello di macchina è CREW, come spiegato nella parte generale. 

2     3     4     5    6      7    8     9    10    11  12    0





5     6     3     7    11     8    2     1    10   4     9   14                 





4  





9  





14 N  





3  





5  





6  





7  





11  





3  





5  





6  





8 





1  





10  





8  





6  





7  





14 N 





2  





10  





11  





5  





3  





9  N

















9  N





3  





5  





11  





10  





2  





14 N 





7  





6  





8  





10  





1  





11  





5  





10 N  





9  N 





2  





3  





8  





6  





10 N 





14 N 





1  





7  





1     2     3    4     5     6     7    8





 1





 6





0     0     0    0     0     0     0    0





 6





0     1     1    2     3     0     6    7





 7





 8





 1





 2





 3





 4





 5





 7





 8





 5





 4





 3





 2





1     2     3    4     5     6     7    8





0     1     1    2     3     0     6    7





1     1     1    2     3     6     6    7





1     2     3    4     5     6     7    8





0     0     0    1     1     0    0     6





1     1     1    1     1     6     6    6





1     2     3    4     5     6     7    8





0     0     0    0     0     0    0     0





1     1     1    1     1     6     6    6





 2





 3





 1





 4





 5





 7





 8





 6
































PAGE  
29

_1045724227.unknown

_1045727273.unknown

_1045727279.unknown

_1045727163.unknown

_1038826098.unknown

