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Introduzione

Il nostro lavoro cerca di mettere in luce gli aspetti più importanti dell’analisi di algoritmi paralleli, mostrando quali sono e a che cosa fanno riferimento i parametri di complessità più significativi per stabilire la bontà di tale classe di algoritmi. Questa prima panoramica fornisce gli strumenti per dare una definizione formale di problema parallelizzabile, ovvero risolvibile efficientemente con un approccio parallelo. Il passo seguente è quello di domandarsi se sia sempre possibile, per un qualsiasi dato problema, trovare un buon algoritmo parallelo, tale quesito, che rimane, ad oggi, ancora insoluto, ci conduce allo studio della classe di problemi NC e della relazione che intercorre tra essa e l’altra nota classe P, dei problemi decidibili in tempo polinomiale .

Grazie ai concetti di NC-riducibilità e logspace-riducibilità ,sarà possibile indicare alcuni importanti risultati che, anche se in modo non definitivo, tendono alla formulazione della congettura P( NC che equivale ad ipotizzare l'esistenza di algoritmi non parallelizzabili. La NC-riducibilità essenzialmente ci permette di definire la classe dei problemi P-completi: problemi la cui parallelizzazione porterebbe alla parallelizzazione di ogni altro problema presente in P e quindi negherebbe l’esistenza di problemi intrinsecamente sequenziali. Chiaramente, visto che ci stiamo interrogando ancora su questo, nessuno ha mai fornito un algoritmo parallelo efficiente per un problema P-completo. Il Circuit Value Problem (CVP) è un esempio di problema P-completo ed è storicamente il primo ad essere stato formulato.
Questo affascinante interrogativo rimane comunque una questione del tutto aperta ed ancora molto complessa proprio perché molto spesso la ricerca di un algoritmo parallelo richiede un completo capovolgimento della strategia sequenziale ed un problema che a prima vista può sembrare non disporre di un' efficiente strategia parallela, può in seguito risultare effettivamente parallelizzabile con un buon risultato se il problema viene affrontato da una diversa angolazione.

Nella trattazione della NC-riducibilità, viene data una condizione sufficiente per essa, ovvero la logspace-riducibilità. Così, se per verificare la P-completezza è necessario verificare l’esistenza di un algoritmo parallelo con determinati requisiti di velocità d’esecuzione, per la logspace-completezza basta trovare un algoritmo sequenziale che soddisfi invece condizioni sul tempo d’esecuzione e lo spazio utilizzato. Si intuisce, quindi, che deve esistere una determinata relazione tra esistenza di algoritmi sequenziali e paralleli per un dato problema. Tale relazione è formalizzata dal lemma1, che viene enunciato ed utilizzato per dimostrare appunto che la logspace-completezza implica la P-completezza. La dimostrazione del lemma è rimandata nell’ultima parte della presente dove viene affrontato il Teorema Ponte che essenzialmente relaziona in modo stretto il tempo di esecuzione parallelo con lo spazio utilizzato nell’esecuzione sequenziale. Ci è sembrato utile completare il nostro lavoro con questo approfondimento, sia per poter dare una dimostrazione esauriente del lemma1 enunciato ma non dimostrato nella prima parte, sia soprattutto, per trattare anche questa sorprendente correlazione tra classi di algoritmi paralleli e sequenziali, che appunto conclude la nostra panoramica.

Analisi di algoritmi paralleli: parametri di complessità
L’analisi di algoritmi paralleli si traduce nella valutazione di alcuni fondamentali parametri di complessità, grazie ai quali è possibile ottenere un quadro generale della bontà dell’algoritmo. Tali parametri fanno riferimento alla velocità dell’algoritmo, al suo costo complessivo e a quanto esso sia efficiente nell’uso delle risorse disponibili.

Molti dei parametri che saranno di seguito dettagliati, sono in funzione della dimensione dell’input del dato problema, è quindi necessario definire formalmente come questo viene rappresentato. E’ chiaro che a seconda della rappresentazione utilizzata la complessità del problema stesso potrebbe variare anche di molto e problemi che richiedono una piccola quantità di tempo, potrebbero risultare invece intrattabili a causa di una inefficiente rappresentazione.
Nell’analisi di algoritmi sequenziali, si faceva riferimento al tempo di esecuzione sequenziale, così,

dati un algoritmo sequenziale A ed n la dimensione dell’input, si diceva TsA(n) tempo di esecuzione (sequenziale)di A il numero di passi elementari che intercorrono dall'inizio alla fine dell'esecuzione di A.

L’estensione di questo parametro nel  parallelo è dato dal tempo parallelo di esecuzione:

Def1. Dati un algoritmo parallelo A ed n la dimensione dell’input, diremo TpA(n) tempo di esecuzione parallelo di A il numero di passi elementari paralleli che intercorrono dall'inizio alla fine dell'esecuzione di A che vengono contati a partire da quando si attiva il primo processore fino a che termina l'ultimo.

Quindi il tpar valuta l’algoritmo tenendo conto solo del tempo, il successivo parametro invece, analizza l’algoritmo in modo più completo, cioè, fornisce una limitazione superiore al numero di passi che totalmente vengono eseguiti :

Def2. Dati un algoritmo parallelo A ed n la dimensione dell’input, se A usa un numero di processori N, definiamo CA(n) costo di A e

CA(n) = TpA(n)( N

Si osservi che se tutti i processori, contemporaneamente, iniziano e terminano i loro compiti senza interruzioni, allora il costo è esattamente il numero di passi eseguiti dalla totalità dei processori, che si può considerare anche come il tseq di un algoritmo sequenziale che serialmente svolge il lavoro di ogni processore usato nell’algoritmo parallelo.

Inoltre, sembra naturale valutare la bontà di un algoritmo parallelo per un dato problema, rispetto al migliore tra quelli sequenziali. Questa informazione viene fornita dallo speedup:

Def3. Dato Ap algoritmo parallelo che risolve un problema p, definiamo

TsAsm(n)
SAp = ---------------

TpAp(n)
con Asm migliore algoritmo sequenziale per il problema p.

Chiaramente la condizione ottimale è raggiunta quando lo speedup tende ad N (numero di processori impiegati), cioè l’algoritmo sfrutta al massimo la potenzialità della parallelizzazione, risultando N volte più veloce del migliore algoritmo sequenziale.

L’ultima delle quantità di nostro interesse è l’efficienza che è legata strettamente allo speedup e che logicamente ci da informazioni su quanto l’algoritmo parallelo sia migliore  del migliore sequenziale in termini di numero di passi d’esecuzione:

Def4. Dato Ap un algoritmo parallelo che risolve un problema p , allora definiamo

TsAsm(n)

EA =   ----------------

CAp (n)

Osserviamo che Efficienza ( 1. Se per assurdo fosse efficienza> 1 allora CAp (n) < TsAsm(n) del dato problema. Così è possibile costruire un algoritmo sequenziale che ha un tempo dato da CAp (n), ma ciò ci porta ad un assurdo poichè CAp (n) < TsAsm(n) ed Asm è il migliore tra gli algoritmi sequenziali.

P-completezza e problemi intrinsecamente sequenziali

Classe di problemi NC, NC-riducibilità e P-completezza

Abbiamo visto quali sono i parametri che determinano la bontà di un algoritmo parallelo, ma è lecito e quasi naturale chiedersi, se sia sempre possibile trovare un buon algoritmo parallelo per un  dato problema, domandarsi cioè se un qualsiasi problema sia sempre parallelizzabile. Chiaramente vogliamo considerare problemi che dispongano già di un buon algoritmo sequenziale (in genere polinomiale), inoltre come facevamo nello studio della NP-completezza, limitiamo il campo di ricerca ai problemi decisionali, ovvero quei particolari problemi che hanno come risultato un valore booleano (vero o falso). Tale limitazione non è affatto restrittiva poichè anche occupandoci di questo particolare sottoinsieme di casi otteniamo risultati interessanti. Ricordiamo le definizioni date per un problema decisionale e per la classe P, dei problemi decidibili in tempo polinomiale:

- un problema decisionale è un insieme di stringhe composte con simboli di un alfabeto finito.

- dato un problema decisionale P, esso appartiene alla classe P, se esiste un algoritmo sequenziale A con TsA polinomiale rispetto all’input del problema.

E’ intuitivo pensare che per “ buon algoritmo parallelo”, s’intenda un algoritmo che sia in grado di risolvere velocemente il problema usando un numero ragionevole di processori. Più formalmente:

Def6 Un problema è definito parallelizzabile, se esiste per esso un algoritmo parallelo A con TpA polilogaritmico rispetto all’input del problema ed usa un numero di processori polinomiale. 

In altri termini possiamo definire un problema parallelizzabile se appartiene alla classe NC di seguito definita:

Def7.Un problema P appartiene alla classe NC se esiste un algoritmo parallelo A che ha un TpA pari ad un O(logk(n)) ed usa un numero di processori che è un O(nk') dove n è la dimensione dell’input e k e k' sono due interi non negativi.

In seguito ci riferiremo ad algoritmi NC, come a quei particolari algoritmi che appunto hanno un TpA polilogaritmico ed impiegano un numero di processori polinomiale.

E’ di nostro interesse studiare la relazione che intercorre tra le due classi ed un primo semplice risultato scaturisce direttamente dalla definizione stessa di NC:

Aff2 P( NC
Dim Se p(NC allora ha un algoritmo parallelo A con TpA polilogaritmico che usa un numero di processori polinomiale. Così possiamo sequenzializzare tale algoritmo facendo eseguire ad un solo processore serialmente tutti i passi paralleli in un tempo che è limitato superiormente dal costo dell'algoritmo parallelo che è certamente polinomiale nell'input.

Allora la questione di stabilire se esistano o meno problemi non parallelizzabili può essere espressa in termini di classi interrogandosi sull’esistenza di problemi appartenenti a P ma non ad NC.In realtà ci stiamo interrogando su un quesito ancora aperto, anche se, in generale, prevale l'idea che effettivamente esistano problemi intrinsecamente sequenziali, cioè che P (NC. Questa congettura è avallata dall’esistenza di un’ulteriore classe di problemi contenuta in P, ovvero i problemi P-completi. Tali problemi sono così interessanti poichè la dimostrazione che un singolo problema P-completo sia parallelizzabile, o equivalentemente appartenga ad NC, proverebbe che le due classi P ed NC coincidono e quindi negherebbe l’esistenza di problemi intrinsecamente sequenziali. Molti sono stati gli sforzi in questa direzione e proprio perchè non è stato ottenuto alcun risultato, si tende a congetturare l’esistenza di problemi non parallelizzabili e quindi l’inclusione propria tra le classi.

Per definire formalmente la classe dei problemi P-completi è necessario introdurre il concetto di riducibilità :

Def8 Siano P1 e P2 due problemi decisionali e siano (1 e (2 i rispettivi alfabeti. Diremo che P1 è riducibile a P2 e lo indicheremo con la seguente notazione P1 ( P2, se esiste una funzione f: (1 ( (2, computabile tramite un algoritmo Af  con TsAf  polinomiale rispetto all’input e tale che, s ( L1 se solo se f(s) ( L2.

 più in particolare è di nostro interesse la NC-riducibilità:

Def9. Siano P1e P2 due problemi decisionali e siano (1 e (2 i rispettivi alfabeti. Diremo che P1 è NC-riducibile a P2 e lo indicheremo con la seguente notazione P1(NC P2, se 

P1 ( P2  attraverso una funzione f computabile mediante un algoritmo NC. 

Questa relazione non è simmetrica ma gode banalmente della proprietà transitiva, cioè:

· P1  NC-riducibile a P2 non ( P2  NC-riducibile a P1

· P1  NC-riducibile a P2 e P2  NC-riducibile a P3 ( P1 NC-riducibile a P3 
L’NC-riducibilità fornisce un diverso approccio per dimostrare l’appartenenza di problemi alla classe NC, evitando di ricorrere esplicitamente alla sua definizione:

Teorema1 Dati P1e P2 due problemi decisionali tali che P1(NC P2  e P2  ( NC allora P1( NC

Dim Se P1 è NC-riducibile a P2, allora esiste un algoritmo NC, Af che calcola f, la funzione di trasformazione da s, input di P1 a f(s), input di P2. Se inoltre P2 appartiene ad NC, ci sarà un algoritmo NC che decide P2: sia AP2  tale algoritmo. Ma allora possiamo trovare un algoritmo NC, anche per decidere P1, questo sarà dato semplicemente dall'applicazione successiva di Af  e AP2.

Definiamo la classe dei problemi P-completi:

Def 11 Un problema P1è detto P-completo se, P1 ( P, e, ( P2 (P, P2 (NC P1.

Aff. Dati due problemi decisionali, P1 P-completo e P2 ( P, se P1 (NC P2, allora P2 è anche esso P-completo.

La dimostrazione segue banalmente dalla transitività dell’NC-riducibilità.

Nel corso del tempo, sono stati individuati molti problemi P-completi e per ognuno di essi, si è cercato di determinare un buon algoritmo parallelo, ma senza esito positivo.Quindi finora tali problemi vengono considerati intrinsecamente sequenziali:

Condizione sufficiente per la NC-riducibilità: logspace-riducibilità

Mostriamo ora, una condizione sufficiente per la NC-riducibilità, la logspace-riducibilità. Tale risultato deriva dalla relazione tra complessità spaziale di algoritmi sequenziali e quella temporale di algoritmi paralleli. In questa parte della trattazione, ci limiteremo ad enunciare un lemma che è indispensabile per dimostrare la correttezza delle nostre affermazioni, nella successiva ed ultima parte della relazione ne verrà data anche formale dimostrazione. Definiamo che cosa è la logspace-riducibilità:

Def10 Diremo che P1 è logspace-riducibile a P2 e lo indicheremo con la seguente notazione P1(logspaceP2, se P1 ( P2 ed inoltre l'algoritmo Af  sequenziale, computa la funzione f occupando uno spazio logaritmico rispetto all'input.

Quindi la logspace-riducibilità, viene valutata considerando gli algoritmi sequenziali , ma allora come possiamo relazionarla alla NC-riducibilità dove invece sono gli algoritmi paralleli che determinano questa relazione? La risposta è data dal seguente lemma:

Lemma1.Sia L un linguaggio accettato da una macchina di Turing M con un'occupazione di spazio limitata superiormente dalla funzione T(n), ovvero sia L nella classe T(n)-space, e sia T(n) ( log(n). Allora esiste una costante c tale che L è accettato da una PRAM in un tempo non superiore a c T(n), ovvero L appartiene alla classe cT(n)-time-PRAM, usando un numero di processori che è dell'ordine O(2dT(n)), per qualche costante d.

Usando il precedente risultato si dimostra facilmente che:

Aff4 Se P1 (logspaceP2, allora P1 (NCP2
Dim Per ipotesi P1 è logspace-riducibile a P2, quindi esiste un algoritmo sequenziale Af che permette di trasformare un input s di P1 in un input f(s) di P2  tale che s ( L1 se solo se f(s) ( L2, in tempo di computazione TsAf polinomiale ed occupando un spazio logaritmico rispetto alla dimensione dell'input. Per il lemma 1, il problema di calcolare f appartiene anche alla classe c log(n)-time-PRAM, per una c costante. Cioè esiste un algoritmo parallelo Aparf che calcola f usando un tempo c log(n) e quindi al più polilogaritmico ed un numero di processori non superiore a 2 clog(n) e quindi di ordine O(nc).

E' chiaro allora che Aparf è un algoritmo NC, da questo P1 è NC-riducibile a P2.

Quindi come già detto la logspace-riducibilità è una condizione sufficiente all’NC-riducibilità e molto spesso può risultare più conveniente dal punto di vista operativo lavorare nel sequenziale piuttosto che nel parallelo. Chiaramente se la logspace-riducibilità implica la NC-riducibilità, allora la logspace-completezza, implicherà la P-completezza:

Def 12 Un problema P1è detto logspace-completo o fortemente P-completo se, P1 ( P, e, ( P2 (P, P2 (logspace P1
Aff 5 Se un problema P1 è logspace-completo, allora P1 è P-completo.

A conclusione di questo excursus sulla P-completezza, sembra naturale mostrare almeno un esempio di problema P-completo.

Circuit Value Problem (CVP)

Come già detto, mostrando un problema appartenente alla classe dei P-completi.

Il Circuit Value Problem (in breve CVP) consiste nel calcolare il risultato di un’espressione booleana.

Più formalmente l’input è costituito da una sequenza di termini C = (g1, g2, ... , gn), tale che ogni gi può essere una costante (Vero o Falso), la negazione di un altro termine ((gj, con j < i), la congiunzione o disgiunzione logica di altri due (gj(gk o gj(gk, comunque con j,k < i).

La soluzione al problema (decisionale) corrisponde al valore di verità di gn.

Si noti che la restrizione di “monotonia” imposta per i termini permette di evitare il problema dei “riferimenti circolari”: l’espressione C è infatti rappresentabile come un albero, con gn alla radice e come foglie i termini corrispondenti a costanti.

Definito il problema, passiamo ora a dimostrare il risultato preannunciato.

In realtà non solo dimostreremo che CVP è P-completo, ma qualcosa di più.

Teorema CVP è logspace-completo o fortemente P-completo.

Dim:

Per prima cosa vogliamo dimostrare che il problema appartiene a P.

Un semplice algoritmo polinomiale calcolerà nell’ordine i valori dei termini g1, g2, ... , gn arrivando al risultato in O(n). Ciò è possibile poiché abbiamo visto che ogni termine dipende solo da quelli che lo precedono nella sequenza.

Prendiamo ora un arbitrario problema L ( P, dobbiamo dimostrare che è logspace-riducibile a P.

Ovvero dobbiamo trovare un algoritmo sequenziale che in tempo polinomiale e spazio logaritmico “mappi” qualunque istanza IL di L in una di CVP, ovvero un’espressione C, tale che IL ( C.

Definiremo tale algoritmo in maniera piuttosto informale, mostrando però con chiarezza che lo si può attuare attraverso la macchina di Turing (che rimane il nostro modello di riferimento e che utilizzeremo esplicitamente per la definizione di L, problema di partenza).

Poiché L ( P sappiamo esistere una macchina di Turing M che decide il problema in tempo T(n) = O(nk), per qualche k.

Abbiamo quindi un insieme di stati Q = {q1, ... , qs}, con q1 stato iniziale, un alfabeto ( = {a1, ... , am} e una funzione di transizione ( : Q ( ( ( Q ( ( ( {L, R}.

Assumiamo che la testina si trovi inizialmente sulla prima cella del nastro e che tra questa e l’n-sima cella si trovi l’input del problema. La macchina alla fine scrive il risultato nella prima cella, diciamo per semplicità il simbolo | per vero e ( per falso (dove ( è il blank e | è un altro simbolo appartenente a ().

Il nostro algoritmo costruirà un espressione booleana che permetterà di simulare il funzionamento della macchina di Turing. Definiamo un insieme di termini per ogni passo di M; avremo T(n) insiemi (che chiameremo livelli) che rappresentano in pratica le configurazioni della macchina di Turing.

I termini fondamentali (ne individueremo più avanti altri “secondari”) per ciascun livello (o passo) t, tale che 0 ( t ( T(n), corrispondono ai seguenti predicati:

1. H(i, t), vero se e solo se la testina di M si trova sulla cella i, per 1 ( i ( T(n).

2. C(i, j, t), vero se e solo se la cella i contiene il simbolo aj, per 1 ( i ( T(n) e 1 ( j ( m.

3. S(k, t), vero se e solo se M si trova nello stato k, per 1 ( k ( s.

Per t = 0 i termini hanno valori costanti:

H(1, 0) è vero, mentre per ogni i > 1 H(i, 0) è falso (la testina si trova sulla prima cella).

Analogamente S(k, 0) è vero solo per k = 1 (la macchina è nello stato iniziale).

C(i, j, 0) dipende dall’input ed è vero se e solo se la cella i contiene inizialmente il simbolo aj.

La creazione di questi termini può essere effettuata in T(n) + s + nm passi, quindi in tempo polinomiale. La memoria utilizzata sarà quanto serve a contenere i contatori per i tre insiemi, quindi un O(log(n)).

Ora dobbiamo costruire i termini corrispondenti ad H(i, t + 1), C(i, j, t + 1) e H(k, t + 1) in funzione dei termini di livello t.

H(i, t + 1) := H(i ‑ 1, t) ( ({(k, j) | (qk, aj) = (*, *, R)} (C(i ‑ 1, j, t) ( S(k, t)) ( H(i + 1, t) ( ({(k, j) | (qk, aj) = (*, *, L)} (C(i + 1, j, t) ( S(k, t))

In questa espressione viene preso in considerazione il caso in cui l’ultimo movimento della testina sia stato verso destra (prima parte dell’espressione) e quello in cui sia stato verso sinistra (seconda parte). In ognuno dei due casi vengono controllate tutte le configurazioni che possono portare a questa nuova posizione della testina.

L’espressione di H(i, t + 1) non è però rappresentabile con un unico termine del CVP, per le restrizioni che abbiamo posto. Per farlo utilizzeremo una serie (finita) di termini con congiunzioni e disgiunzioni elementari, che chiameremo “secondari” rispetto al termine che calcola l’effettivo valore di verità di H(i, t + 1).

Il numero complessivo di questi termini è pari a O(|Q||(| = sm), e quindi costante, per ogni H(i, t).

Iterando sulla posizione i possiamo generare tutti gli H(*, t) in tempo T(n) ed utilizzando solo O(log(T(n))) = O(log(n)) di spazio per il contatore.

Passiamo ora al contenuto del nastro. Questo cambia soltanto nella posizione in cui si trovava il nastro.

C(i, j, t + 1) := (H(i, t) ( C(i, j, t) ( H(i, t) ( ({(k, j’) | ((qk, aj’) = (*, aj, *)} (C(i, j’, t) ( S(k, t))

Anche in questo caso l’espressione viene generata con l’ausilio di un numero costante di termini secondari.

Per generare tutti i C(*, *, t) possiamo iterare sulle posizioni i e sui simboli j. Il tempo sarà sempre O(T(n)), quindi polinomiale, poiché l’alfabeto è finito (ed ha dimensione fissata). Lo spazio necessario a memorizzare i contatori sarà anche in questo caso O(log(T(n))) = O(log(n)).

Per quanto riguarda lo stato abbiamo la seguente espressione.

S(k, t + 1) := (1 ( i ( T(n),{(k’, j) | ((qk’, aj) = (qk, *, *)} (S(k’, t)( H(i, t) ( C(i, j, t))

In questo caso i termini utilizzati sono O(T(n)) per ogni S(k, t).

Tutti gli S(*, t) saranno comunque generati in O(T(n)) poiché il numero degli stati s è fissato. Lo spazio occupato sarà anche in questo caso O(lg(T(n))) = O(lg(n)) per via del contatore utilizzato per generare i termini secondari.

Nel complesso la generazione di tutti i termini per gli O(T(n)) livelli costerà (in tempo) O([T(n)]2). Lo spazio occupato sarà dato da quello necessario alla generazione di ogni singolo livello più il contatore generale t che va da 1 a T(n): nel complesso, sempre O(T(n)), quindi O(log(n)).

L’algoritmo ha quindi, come volevamo, costo polinomiale rispetto al tempo e logaritmico rispetto allo spazio.

Abbiamo generato tutti i termini di cui avevamo bisogno. Per essere più precisi avremmo dovuto far corrispondere ogni termine ad un naturale da 1 ad un m pari alla dimensione finale dell’input del CVP. Ma specificare tale numerazione sarebbe stata un’inutile pedanteria poiché è evidente che sia possibile effettuare tale associazione rispettando l’ordine tra i diversi livelli e quello interno agli stessi tra termini secondari e tra gli stessi e i primari corrispondenti. Non vi è invece nessun ordine prestabilito tra i termini primari di uno stesso livello. L’unica ulteriore restrizione all’ordinamento sarà quella di far corrispondere C(1, |, T(n)) con gm, visto che si tratta della soluzione del problema.

Chiaramente gm sarà vero se e solo se la macchina di Turing ha scritto | nella prima cella dopo T(n) passi, quindi se e solo se l’input soddisfaceva il problema L. Per l’arbitrarietà di L, abbiamo dimostrato che CVP è fortemente P-completo.

Relazione tra classi di complessità spaziale e temporale

In quest’ultima parte viene mostrato come possiamo mettere in relazione il tempo di esecuzione nel parallelo con lo spazio occupato nel sequenziale. Prima di enunciare il torema Ponte, che formalizza appunto questo collegamento , sembra importante richiamare la definizione di macchina di Turing e utilizzare tale astrazione per definire le classi di problemi T(n)-space relative alla complessità spaziale. Il torema Ponte può essere scisso in due lemmi, ciascuno dei quali realizza il collegamento in una direzione, più precisamente il lemma 1, include le classi di complessità spaziale in classi di complessità temporale e il lemma 2 si occupa dell’inclusione opposta. Viene fornita una dimostrazione solo per il primo lemma che è quello il cui risultato già è stato impiegato nello studio dei problemi p-completi.

Iniziamo col ricordare cosa è e come viene formalizzata una Turing Machine, che sarà per tutto il resto della trattazione il nostro modello di macchina sequenziale:

LaTuring Machine, rappresenta un semplice modello di computazione che può essere analizzato teoricamente.

Si dimostra che ogni computazione che può essere fatta su una qualsiasi macchina reale o astratta sequenziale, può anche esser fatta su di un'idonea Turing machine ( sebbene,in generale, in molto più tempo). Si può pensare alla macchina di Turing, come composta da un nastro infinito, limitato ad un 'estremità e diviso in slot. Ciascuno slot può essere marcato o lasciato bianco. Una apposita testina legge e scrive sul nastro o si sposta avanti ed indietro. In modo più formale una macchina di Turing è definita da una sestupla ( Q, ( , B, (, (, q, F ) dove:

· Q = un finito insieme di stati

· ( = insieme di simboli chiamati l'alfabeto della Turning Machine

· B ( ( = blank symbol
· (( (  \ B = simboli di input
· ( = funzione di transizione: Q x ( ( Q x (  x (L, R (
· q = stato iniziale
· F ( Q = stati finali.
Inoltre definiamo una configurazione della macchina di Turing, come una terna

 (q ,pos, () ( Q ( ( ( (*, dove q è uno stato, pos rappresenta la posizione della testina 
 ed è un intero, e  ( è la parola che è scritta sul nastro, fino all’ultimo slot in cui troviamo un carattere non blank. Si può guardare ad una configurazione come ad una fotografia dello stato generale della macchina in un certo istante della computazione.

Ad ogni passo la macchina legge un simbolo dal nastro, cambia stato, scrive un simbolo, e muove la testina a sinistra (L) o a destra (R), tutte queste funzioni sono raccolte nella funzione di transizione.

 Supponiamo di avere una Turing machine T Allora possiamo indrodurre le seguenti definizioni:

1. Data in input una stringa S, essa è accettata da T se T termina in uno dei suoi stati finali.

2. L'insieme L(T) , di stringhe di input accettato da T è detto linguaggio riconosciuto da T.

3. Se una stringa, S, è accettata da T, i simboli lasciati sul nastro dopo che T si è fermato sono chiamati il risultato della computazione su S. 

Possiamo avere moltissime varianti della macchina di Turing, sarà utile in seguito considerare la macchina di Turing offline , definita come una macchina di Turing con tre nastri, dove uno è di sola lettura e contiene l'input, una è un nastro normale inizializzato con tutti blank ed il terzo è un nastro di sola scrittura che riceve l'output della computazione

Possiamo dimostrare che tale variante, e in generale tutte le varianti che usano più nastri o più testine, sono completamente equivalenti alla macchina classica.


MT


Figura 1
Tenendo a mente il modello scelto per computazioni sequenziali possiamo definire le classi di problemi di complessità spaziale:

Def5.Un problema p con parametro di complessità n sarà nella classe T(n)-space se esiste un offline Turing machine che usa spazio T(n) per la sua computazione. Lo spazio richiesto per risolvere un problema su un offline Turing machine è definito come il numero di celle del secondo nastro che sono state usate nel corso della computazione fino quando il problema non è stato risolto.

Così, un problema appartiene a Plogspace (k) se esiste un offline Turing machine che risolve il problema usando uno spazio che è O(log k n).
Se viene utilizzata la usuale notazione P per indicare la classe dei problemi decidibili in tempo polinomiali, allora si può affermare che :

Aff1.Plogspace(1) (P

Dim. Sia un problema p ( Plogspace(1) e sia n il suo parametro di complessità, allora esiste una macchina di Turing che risolve p usando uno spazio k log(n) per una qualche costante k.Ora, il numero di possibili configurazione della macchina sarà un O(s)(O(log(n) + n)( O(2k(log(n)), dove s è una costante e rappresenta il numero di possibili stati che è finito; O(log(n) + n) è un upper bound  per il numero di diverse posizioni della testina, tenendo presente che è noto che lo spazio utilizzato è log(n) ed n è lo spazio occupato dalla rappresentazione dell’input; e O(2k(log(n)) rappresenta il massimo numero di parole diverse che possiamo trovare sul nastro. Chiaramente l'espressione precedente è riducibile ad un O(nk+1), per cui abbiamo dimostrato che il numero di possibili configurazioni è polinomiale.Questo ci assicura che il tempo di computazione è al più polinomiale perché la macchina non può trovarsi più di una volta nella medesima configurazione se, come nel nostro caso, accetta l’input.

Lemma1.Sia L un linguaggio accettato da una macchina di Turing M con un'occupazione di spazio limitata superiormente dalla funzione T(n), ovvero sia L nella classe T(n)-space, e sia T(n) ( log(n). Allora esiste una costante c tale che L è accettato da una PRAM in un tempo non superiore a c T(n), ovvero L appartiene alla classe cT(n)- time- PRAM, usando un numero di processori che è dell'ordine O(2dT(n)), per qualche costante d.

Dim Essenzialmente, si cerca di simulare il comportamento della Macchina di Turing M, con una PRAM P.

Dato T(n), P costruisce un grafo diretto rappresentante tutte le possibili configurazioni di M; è già stata data una esatta definizione per una configurazione della Turing machine, ovvero una terna 

(q ,pos, () ( Q ( ( ( (*, dove q è uno stato, pos rappresenta la posizione (un intero) della testina ,ed infine, ( è la parola che è scritta sul nastro.

Allora supponendo di sapere che lo spazio occupato sul nastro è T(n), il massimo numero di possibili configurazioni di M è w ( max(n, T(n)) ( 2T(n), dove w è una costante e indica il numero di possibili stati, il secondo fattore rappresenta il numero di possibili posizioni della testina (che può puntare sia al nastro di input, sia al nastro centrale) e 2T(n) è il numero delle diverse parole che possiamo trovare scritte sul nastro.L’espressione precedente può essere riscritta nella più conveniente formulazione 2 T(n)+log(max (n, T(n)))+log(w) e poichè per ipotesi, T(n)(log(n), allora si può maggiorare tutto con 2 dT(n) , per una qualche costante d dipendente da M. 

Così, il primo importante risultato ottenuto è una limitazione superiore al numero di configurazioni di M, che al più sarà 2T(n).

E’ importante osservare che dalla deterministicità di M, si ha che ogni configurazione ha un’unica configurazione possibile come sua succeditrice, questo comporta che il grafo di rappresentazione che P deve costruire, è tale che , per ogni suo nodo v, il grado di uscita di v è al più uno. Inoltre si può affermare che una sringa s in input è accettata da M se solo se esiste un cammino che dalla configurazione iniziale ci porta ad una finale (nella quale si accetta s).

Vediamo come P può costruire e controllare i cammini del grafo.

In tempo O(T(n)), P può attivare 2dT(n) processori usando l'istruzione di FORK. Inoltre ogni processore memorizzerà una possibile configurazione di M, quest’ultima viene trattata dal processore come un intero compreso da 1 a 2dT(n) e codificato con dT(n) bit.

 Così in tempo O(T(n)) ogni processore potrà:

-leggere l'intero per risalire alla varie parti della configurazione

-risalire alla successiva configurazione simulando il comportamento di M

-scrivere l’intero dato dalla configurazione successiva.

Così, in tempo O(T(n)) viene costruito il grafo e memorizzato nella memoria condivisa.

Ora è necessario ricercare i possibili cammini.Anche questa operazione è eseguibile in O(T(n)) appliccando la nota tecnica del salto del puntatore: dal succesore si passa al successore del successore,in modo tale che ogni processore al passo k-esimo, punterà a 2k-esimo nodo figlio. Così in O(T(n)) passi è possibile concludere la verifica, poiché la distanza massima dal nodo di partenza sarà banalmente 2 dT(n). A questo punto non rimane che controllare se esiste un cammino che dalla configurazione iniziale ci porta in una finale che accetta l’input. Tale ultima operazione può essere eseguita in tempo O(1) con un passo parallelo: ogni processore si attiva e controlla se ad esso è stata assegnata la configurazione iniziale, se così controlla il suo successore e scrive l’output.




Figura 2 : In figura si mostra una possibile rappresentazione del grafo delle configurazioni.
Figura 3: Lo stesso grafo di figura 3 al quale è stata applicata per un solo passo il salto del puntatore





Figura 4:Ecco la situazione finale, nella quale si evidenzia il cammino dalla configurazione iniziale alla finale

La simulazione di M attraverso P, può essere mostrata in modo più compatto attraverso lo pseudo codice dell’algoritmo parallelo in esecuzione sulla PRAM, che osserviamo avere un modello con almeno lettura concorrente:

For J = 1 to 2dT(n)  pardo   //Creazione nodi ed archi O(T(n))


PJ:


Leggi la configurazione j-esima


Simula un passo di M e ricava configurazione successiva


Scrivi la configurazione successiva

For I = 1 to T(n) do   //Controllo cammini di accettazione O(T(n))


For J = 1 to 2dT(n) pardo


PJ: if (succ(J) ( null) then 



If (succ(succ(J)) ( null) then succ(J) = succ (succ(J))

                                         //salto del puntatore



Else if(configurazione J-esima è iniziale) then 




controlla succ(j).


  Trasmetti risultato



Exit.

Lemma2. Sia L un linguaggio accettato da una PRAM deterministica in un tempo non superiore a T(n), ovvero sia L nella classe T(n)-time PRAM. Allora esiste una macchina di Turing deterministica che accetta L con una occupazione di spazio non superiore a T(n)2, cioè L appartiene alla classe T(n) 2-space.

Teorema Ponte

 Per T(n) ( log(n)

( 

U T(n)k -time- PRAM =

k=1

In particolare abbiamo:

( 

U logkn -time- PRAM=
k=1

( 

U T(n)k -space
k=1
(       

U logk n -space            
k=1

DIM

( 

Da i due lemmi possiamo concludere che se L (   U T(n)k -time- PRAM

k=1

allora ci sarà un k ( ( tale che L ( T(n)ktime- PRAM, ma per il lemma 2, L (T(n)2k-space

(
e quindi  L (  U T(n)k -space.

k=1

( 

Al contrario se L (   U T(n)k -space e T(n) ( log(n)

k=1

allora ci sarà un k ( ( tale che L ( T(n)k-space, ma per il lemma 1, esiste una costante c tale che L (cT(n)k-time- PRAM. Così preso d tale che T(n)d ( c T(n), L appartiene anche a T(n)d-time-PRAM e quindi

(
L (    U T(n)k -time- PRAM.

k=1

















































































































































































� Nel caso ci fossero più nastri, caso possibile come si vedrà in seguito, pos rappresenta più in generale la posizione della testina su uno dei nastri
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