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PRINCIPIO DI INCLUSIONE -ESCLUSIONE

Principio di inclusione-esclusione. Sia t>1 e siano Aj,...A; sottoinsiemi finiti di un
insieme R . Allora si ha:
|Uio1, t Al = Z & ('1)‘”_1 |Miel Al

dove la somma & estesa a tutti i sottoinsiemi non vuoti | dell’insieme {1,...,t}.
Dim. Sia x un elemento di (U; -1+ A;) e siano Aj ..., 4; tuttiisottoinsiemi contenenti

x. Allora il contributo di x alla somma &: 3%_, (—=1)/7! (;l) e risulta

0=(1+1)"= To(-1)7 () =1+ Xy (-1 (1)

Dacui: —1 = Y7 (-1)/ (7) ==Yl (1)) (r]l) ossia: X7, (—1)/7* (r]l) = 1.
0
Applicazioni del Principio di inclusione-esclusione.

Esempio 1. Funzione di Eulero. Due interi m,n si dicono primi tra loro o coprimi se
I"'unico divisore che hanno in comune e 1. La funzione di Eulero ¢ la funzione :
¢ : N*— N' definita da : (1) =1 e se n# 1 ¢(n) = numero degli interi minoridine
primi con n.
Ogni intero maggiore o uguale a 2 si puo ottenere in modo unico come prodotto di
potenze di numeri primi. Sian=p}...p[ (scomposizione irriducibile dell’intero n ). Si
ponga
A,={m €[n]: m e divisibile per p}
Allora |A,| € uguale alla parte intera di n/p in quanto ogni multiplo intero di p
minore o uguale ad n si ottiene moltiplicando p per un intero minore o uguale a
n/p, dunque se p un divisore primo di n, risulta |A,| =n/p. Si ha:
(I)(n) = |[n]|_| Up divisore primo dinAp |
e quindi per il principio di inclusione esclusione:
®(n) = n=[n/p1+...+n/p—n/P1p2 —...— n/(pPxaPi)+n/(p1P2p3) +...+n/(PrapiaPi)+
ot (1) 0/(p1p2.p) 1 = 1 (1- 1/p1)... (1- 1/p).
O]
Esempio 2. Permutazioni senza punti fissi. Usando il principio di inclusione
esclusione e possibile determinare il numero d, delle permutazioni di S,, senza punti
fissi (forma chiusa). Sia A(/) il sottoinsieme di S, costituito da tutte le permutazioni
che fissano ie[n]. Risulta |A(iy)N...nA(ix)| = (n-k)! , pertanto:
d,=n!-|A(1)U..UA(n)| = n! - (n(n-l)!-(g (n-2)1+...+(-1)** (Ej (n-k)1+..+(-1)"") =
= n!( 1-1/1141/21-1/31+...+(-1)" 1/n!).



O
Esempio 3. Funzioni suriettive. Si indichi con Sur(X,[m]) I'insieme delle funzioni
suriettive definite su un insieme X con n elementi e a valori in [m] . Sia [m]"
I'insieme delle funzioni da X in [m] e per ogni ie[m] sia A(i) il sottoinsieme costituito
dalle funzioni la cui immagine non contiene i. Risulta :

|A() | =(m-1)",  |A(i) N..0A(i)] = (m-k)"

e quindi, per il principio di inclusione- esclusione, il numero delle funzioni suriettive
e:

" | A1) U...oA(m)| = m"- [Tj (m-1)" +(’;‘] (m-2)" [Zj (m-3)"+..
da cui I'identita:

m
| Sur(X,[m])| = Z(—l)k(kj(m'k)n

o<k<m

O
Esempio 4. Anagrammi. Quanti “anagrammi”, anche privi di senso, si possono

formare dalla parola "MASSIMALISTA"? Quanti di questi contengono almeno una
delle sequenze STA, AMA, ALA?

Ogni anagramma corrisponde biunivocamente ad una classe di equivalenza di S;,
(insieme delle permutazioni dei 12 posti) rispetto alla relazione di equivalenza: o~

se e solo se ¢ e pindividuano lo stesso anagramma, ogni classe di equivalenza ha lo
12!
31312121

stesso numero di elementi 31312121 e dunque il numero di tali anagrammi e

Siano: A; l'insieme degli anagrammi che contengono la sequenza STA, A, 'insieme
degli anagrammi che contengono la sequenza AMA e A; l'insieme degli anagrammi
che contengono la sequenza ALA. Dunque linsieme degli anagrammi che
contengono almeno una delle tre sequenze & (A;UA,UA;3). Per il principio di
inclusione-esclusione si ha:

|ALUA; UAs|= |Arl+|Ax |+ As|-AinAL |- | AxNAs |- [AsDAL [+ A1NA; NA;].

Risulta:

10! . . . . I
|A;]|= Sa;aiz1 ¢ 1N duanto ogni anagramma di A; corrisponde biunivocamente ad una

6-scomposizione E;+E,+E3+E,+Es+Eg = [10] dell’insieme [10] con |E;|=1, |E;|=2,
|E3|=2, |E4|=1, |E5|=2, |E¢|= 2 dove E; & I'insieme dei posti in cui compare la lettera
i-esima dell’alfabeto # ={(STA),A,I,L,M,S}.

10!
|Az|=ﬁ,

scomposizione E;+E,+E;+E,+Es+Eg+E; = [10] dell’insieme [10] con |E;|=1, |E,|=1,
|Es|=2, |E4|=1,|Es|=1,|E¢|=3,|E;|=1, dove E; & I'insieme dei posti in cui compare la
lettera i-esima dell’alfabeto #, = {(AMA),AI,LLM,S,T}.

in quanto ogni anagramma di A, corrisponde biunivocamente ad una 7-



10! . . . .
|As| = eyl guanto ogni anagramma di A; corrisponde biunivocamente ad una 6-

scomposizione E +E,+E3+E,+Es+Egs = [10] dell’insieme [10] con |E{|=1, |E,|=1,
|E3|=2, |E4|=2, |E5|=3, |Es|= 1 dove E; & I'insieme dei posti in cui compare la lettera
i-esima dell’alfabeto 4 ={(ALA),A,I,M,S,T}.

[A1NA;| = ;—;I + ;—;' in quanto e la cardinalita dell’unione di due classi: quella
costituita dagli anagrammi della parola (AMA)(STA)IILMSS e quella costituita dagli

anagrammi della parola (STAMA)AIILMSS.
|ANAs| = 2?—;' + 2'—;' , in quanto e la cardinalita dell’unione di due classi: quella
costituita dagli anagrammi della parola (AMALA)IIMSSST e quella costituita dagli

anagrammi della parola (ALAMA)IIMSSST.

8! 8l . . s . . .
|AsMNA; = o T 3oy N guanto e la cardinalita dell’'unione di due classi: quella

costituita dagli anagrammi della parola (STA)(ALA)IIMMSS e quella costituita dagli
anagrammi della parola (STALA)AIIMMSS.

6! 6! . . s . . .
| A1NANAz | = 5 o N guanto e la cardinalita dell’unione delle seguenti classi:

della classe costituita dagli anagrammi della parola (STAMALA)IIMSS e di quella
costituita dagli anagrammi della parola (STALAMA)IIMSS.




