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1. SPAZI VETTORIALLI: prime proprieta.

In uno spazio vettoriale (V, +, - ) sul campo K, il vettore nullo € necessariamente
unico ed e anche unico per ogni vettore il suo opposto. Inoltre si ha:

1. Perognivettore v :0v=0

2. Perogniscalarek :k0=0

3. Per ogni vettore v e per ogni scalare k : k (-v) =-kv = (-k) v

Dim .1.

Risulta: Ov = (0+0)v = ( distributiva ) Ov + Ov . Poiché ogni vettore ha un opposto,
dalla uguaglianza precedente sommando ad entrambi i termini -Ov si ricava.

0 =0v-0v = (0v + 0v)-0Ov = Ov+(0v-0v) =0v + 0 = Ov

Dim. 3

k(-v) + kv =Kk (v-v) = k 0 = 0 dunque k(-v) & I’opposto di kv ¢ cio¢ k(-v) = -kv

(-k)v + kv = (k-k) v=0v =0, cioé (-k) v=-kv

ESERCIZIO 1.Quali dei seguenti sottoinsiemi dello spazio vettoriale R® sono
sottospazi ?

A={feR":f(1/2)=0}

B ={feR":f(x)épari per ogni x}

C={feR®:f0)=f(1)}

D={feR?:f(1)=0}

E={feR":f0)=f(1)*

L’intersezione di due sottospazi ¢ sempre un sottospazio, 1’'unione di due
sottospazi W e U é un sottospazio se e solo se W < U oppure U = W.

Dim.

Supponiamo che W u U sia un sottospazio. Si deve quindi dimostrare che se W
non & un sottoinsieme di U allora necessariamente U deve essere un sottoinsieme di
W. Infatti siau € U . Poiché W non é contenuto in U, esiste un vettore w di W non
appartenente ad U. Si ha u, we W U U e quindi essendo 1’unione un sottospazio il
vettore u+we W UU . Il vettore v =u+ w non puo appartenere ad U ( altrimenti
v-u =w e U) e quindi appartiene a W, per cui u=v-w € W. Si e dunque dimostrato
che ogni vettore u di U appartiene anche a W , cioé U c W.

Ovviamente se W c U, siha W U U =U e quindi I"unione ¢ un sottospazio.

La somma di due sottospazi U e W:



U+W={veV:v=u+wconue Uew eW}

ed uguale al sottospazio < UUW > generato da (U UW). Il sottospazio < UUW > e
anche I’insieme delle combinazioni lineari di vettori di U U W .

La somma U + W si dice diretta, e si indicacon U @& W, se per ogni vettore v
di U+ W esiste un solo vettore u in U e un solo vettore w in W tale che v=u+w.
In altre parole la somma si dice diretta se, per ogni vettore v di U +W, D'identita v
=u+w=u+w conuu’'e U ew,w e W. implicau=uv"ew=w".

La somma di due sottospazi U + W e diretta se e solo se U "W = { 0}

Dim.

Supponiamo che la somma sia diretta. Siav € U n W, se v non fosse il vettore
nullov=v+0ev=0+ v sarebbero due modi di scrivere v come somma di un
vettore di U e uno di W. Supponiamo viceversaU "W ={0 }esiav=ut+w=u’+
w conuu’'e U ew,w e W. Il vettore u—u =w’-w € U W equindi u-u’ =
w-Ww=0,cioeu=u"ew=w".

ESEMPIO . Sia (M,(R),+,- ) lo spazio vettoriale delle matrici quadrate di ordine
n.
Data una matrica A = (a;;) si dice trasposta di A, e si indica con A, la matrice le
cui righe sono le colonne di A, cioé A'= (a;) . Risulta:
(A+ B) = A+ B'e (kA)' = kA

Una matrice A = (a;;) dice simmetrica se A = A", antisimmetrica se A = -A"

L’insieme U delle matrici simmetriche ¢ [I'insieme W delle matrici
antisimmetriche sono sottospazi di M,,(R) (dimostrarlo !) e si ha:

Mm(R)=U @ W (dimostrarlo!)

ESERCIZIO 2.

Dati i sottospazi T, U, W di uno spazio vettoriale, dimostrare che, se T € un
sottoinsieme di W, allora:

T+UnNnW)=(T+U) "W

Dim.

Siavunvettoredi T+ (U "W),allora v=t+ v’ dovet eT ¢ v’e UNW.
Quindi siha:v=t+v’ conte Te v’ € U,cioev € T + U. Inoltre v e la somma di
due vettori di W (t € T < W per ipotesi ¢ v’eW) e quindi v € un vettore di W.
Pertanto v € (T+U) N W . Analogamente si dimostra che

(T+U) AW T+ (UNW).

ESERCIZIO 3. Sia (V,+,-) uno spazio vettoriale su K. Dimostrare che Linsieme
dei sottospazi di V con la relazione di inclusione e un reticolo.



