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Introduzione 

Il problema di trovare la via più breve per andare da un punto p (partenza), a un 

punto t (traguardo), è chiamato dai matematici un problema di cammino minimo e 

rappresenta tutt’oggi una delle più grandi sfide nell’ambito dell’ottimizzazione nella 

cosiddetta pianificazione di itinerari.  

 

Pianificare un itinerario è un’operazione che ognuno di noi compie tutti i giorni, 

per scegliere ad esempio il tragitto migliore per raggiungere da casa l’università, 

oppure quando si organizza un’escursione in montagna e si vuole trovare il percorso 

più veloce per raggiungere la località sciistica preferita. Quel che sorprende è che di 

problemi di pianificazione di itinerari siamo in realtà letteralmente circondati, basti 

pensare alla telefonia mobile, al web, all’invio di un’email; ognuno di questi 

problemi si basa sulla pianificazione di itinerari, e ancor di più sulla ricerca di 

cammini minimi all’interno della rete per tentare di offrire il servizio migliore, più 

rapido e più efficiente. 

 

Focalizzando l’attenzione sul discorso del viaggio in montagna è facile 

immaginare quanto sia importante pianificare un itinerario che rispecchi le proprie 

aspettative, che permetta quindi di scegliere il percorso più veloce, o quello più breve 

in funzione delle proprie esigenze. 

 

Il problema della pianificazione di un itinerario, è evidentemente riconducibile ad 

un problema di ricerca del cammino minimo e lo scopo di questa tesina, è proprio 
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quello di analizzare le principali tecniche algoritmiche per la ricerca di cammini 

minimi con sorgente singola, ponendo particolare attenzione all’algoritmo di Dijkstra 

e studiando come le prestazioni di quest’ultimo variano in funzione delle strutture 

dati utilizzate. 

 

Il testo è diviso nei seguenti capitoli: 

 Capitolo 1, Shortest-path: presentazione e descrizione del problema dei 

cammini minimi. 

 Capitolo 2, Algoritmi per la ricerca di cammini minimi: presentazione e 

descrizione dei principali algoritmi noti in letteratura. 

 Capitolo 3, Algoritmo di Dijkstra: la coda di priorità: approfondimenti 

sull’algoritmo di Dijkstra e analisi delle prestazioni secondo diverse 

implementazioni. 

 Capitolo 4, Conclusioni: conclusioni e resoconto del lavoro svolto. 

 Appendice: Richiami di teoria dei grafi: breve richiamo sulle nozioni 

fondamentali della teoria dei grafi. 
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Capitolo 1  

Shortest-path 

Nella teoria dei grafi, per shortest-path si intende il problema del cammino 

minimo tra due vertici, ossia quel percorso che collega due vertici dati e che 

minimizza la somma dei costi associati all'attraversamento di ciascun arco. Più 

formalmente [1]: 

 

Sia         un grafo orientato con funzione costo        che associa ad 

ogni arco un peso a valore nei reali. 

 

Il peso di un cammino                è la somma dei pesi degli archi che lo 

costituiscono: 

                
 
   . 

 

Il peso di cammino minimo da u a v è definito come: 

 

        
                                                

            
  

 

Un cammino minimo dal vertice u al vertice v è definito quindi come un 

qualunque cammino p con peso            .  
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Il peso degli archi può essere inteso come una distanza, ma anche come tempo, 

costo, penalità, perdita o qualunque altra grandezza che si accumula in modo lineare 

e che si vuole minimizzare. Vi sono diverse varianti del problema, fra le quali le due 

più importanti sono: cammini minimi a sorgente singola, e cammini minimi tra tutte 

le coppie. Nel primo caso si cercano i cammini minimi da un nodo sorgente 

prefissato, nel secondo si cercano i cammini minimi fra tutti i nodi della rete. 

In letteratura esistono moltissimi algoritmi per il calcolo dei cammini minimi e 

ognuno di essi ha le sue peculiarità e le sue limitazioni. Più in generale, una 

soluzione al problema dello shortest-path è quello che viene chiamato un algoritmo 

di tracciamento (di rotta); i più importanti di questa categoria sono: 

 

Algoritmo di A* (P. E. Hart, N. J. Nilsson, B. Raphael): risolve il problema di 

cammini minimi con sorgente singola sfruttando un'euristica per tentare di 

velocizzare la ricerca. 

 

Algoritmo di Bellman-Ford: risolve il problema di cammini minimi con sorgente 

singola nel caso più generale in cui i pesi degli archi possono essere negativi. 

 

Algoritmo di Dijkstra: risolve il problema di cammini minimi con sorgente 

singola su un grafo orientato e pesato nel caso in cui tutti i pesi degli archi siano non 

negativi. 

 

Algoritmo su DAG (P. E. Black): risolve il problema dei cammini minimi con 

sorgente singola nel caso particolare in cui il grafo sia un DAG, ovvero un grafo 

aciclico diretto. 

 

Algoritmo di Floyd-Warshall: risolve il problema di trovare i cammini minimi tra 

tutte le coppie di vertici in un grafo. 

 

Algoritmo di Johnson: risolve il problema di trovare i cammini minimi tra tutte le 

coppie di vertici in un grafo, può essere più veloce dell'algoritmo di Floyd-Warshall 

su grafi sparsi.  
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1.1 Sottostruttura ottima di un cammino minimo 

 

Gli algoritmi per la ricerca di cammini minimi sfruttano normalmente la proprietà 

che un cammino minimo tra due vertici contiene al suo interno altri cammini minimi. 

Questa proprietà di sottostruttura garantisce l’applicabilità sia della programmazione 

dinamica, che del metodo greedy e può essere più formalmente così definita [2]: 

 

Lemma 1: Dato un grafo orientato e pesato         con funzione peso      

 , sia                un cammino minimo dal vertice    al vertice   , e per ogni 

i e j tali che        , sia                    il sottocammino di p dal vertice 

   al vertice   . Allora     è un cammino minimo da    a   . 

 

Dimostrazione: Decomponendo il cammino p come                 allora 

                           . Si supponga che esiste un cammino      con 

peso               , allora                   sarebbe un cammino da    a 

   con peso inferiore di p contraddicendo l’ipotesi. 

 

Corollario 1: Sia         un grafo orientato e pesato con funzione peso      

 . Si supponga che un cammino minimo p da una sorgente s ad un vertice v possa 

essere decomposto in         per un qualche vertice u e cammino   . Allora il 

peso del cammino minimo da s a v è                     . 

 

Dimostrazione: Per il Lemma 1 il sottocammino    è un cammino minimo dalla 

sorgente s al vertice u, quindi:  
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1.2 Il problema degli archi con pesi negativi 

 

Dati due vertici s e v, si dice che v è raggiungibile da s se esiste almeno un 

cammino da s a v. Una semplice visita del grafo G a partire dal vertice s permette di 

stabilire se il vertice v è raggiungibile da s e in questo caso trovare un cammino che 

porta da s a v; in particolare se la visita del grafo è una visita in ampiezza, il 

cammino trovato è sicuramente anche quello di lunghezza minima. Bisogna però fare 

una precisazione, in generale la raggiungibilità non assicura l’esistenza di un 

cammino minimo tra due nodi! 

La presenza in G di archi con peso negativo può indurre in G la presenza di cicli 

con peso negativo (ad esempio cammini chiusi, dove la somma dei pesi degli archi 

del cammino ha valore negativo): 

 

Proprietà 1: Dato un grafo G diretto e pesato, se dal vertice s sono raggiungibili 

vertici appartenenti a cicli di peso negativo, allora esiste un vertice v per cui esistono 

cammini da s a v di peso arbitrariamente piccolo (Figura 1.1). 

 

Dimostrazione: Sia v un vertice del ciclo di peso negativo raggiungibile da s. Si 

consideri il cammino da s a v che comincia con un sotto-cammino che da s porta a v 

e attraversa poi gli archi del ciclo negativo da v a v un numero arbitrario di volte. 

Poiché il ciclo che porta da v ad v ha peso negativo, più volte viene percorso, minor 

peso ha il cammino risultante da s a v. 

 

    

Figura 1.1: Esempio di grafo con ciclo negativo raggiungibile dalla sorgente 
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Al contrario, se in un grafo G nessun vertice appartenente a cicli di peso negativo è 

raggiungibile dal vertice s, il fenomeno appena descritto non si verifica e la 

raggiungibilità di v da parte di s è condizione necessaria e sufficiente perché il 

cammino minimo esista: 

 

Proprietà 2: Dato un grafo G diretto e pesato, se dal vertice s non sono raggiungibili 

vertici appartenenti a cicli di peso negativo, allora i vertici v del grafo raggiungibili 

da s hanno cammini minimi di lunghezza inferiore a     (Figura 1.2). 

 

Dimostrazione: La prova è per assurdo. Si assuma che il cammino minimo da s a v 

abbia lunghezza almeno    . In questo caso c’è almeno un vertice u che nel cammino 

compare due volte. Si può scomporre il cammino in tre sotto-cammini: 

1. Il primo che da s raggiunge u per la prima volta. 

2. Il secondo che da u raggiunge u la seconda volta. 

3. Il terzo che da u raggiunge v. 

Considerando ora il nuovo cammino da s a v che si ottiene concatenando il primo ed 

il terzo sotto-cammino, si genera un nuovo cammino che evita di percorre gli archi 

del ciclo che da u portano ad u, ciclo che per ipotesi ha peso non negativo in quanto 

il vertice u è raggiungibile da s grazie al primo sotto-cammino. Il nuovo cammino ha 

quindi lunghezza inferiore al primo e peso non superiore contraddicendo l’ipotesi. 

 

    

Figura 1.2: Esempio di grafo con ciclo negativo non raggiungibile dalla sorgente 
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1.3 Tecnica del rilassamento 

 

Sia l’algoritmo di Dijkstra che quello di Bellman-Ford sfruttano una particolare 

tecnica algoritmica che prende il nome di tecnica del rilassamento [3], essa consiste 

nel memorizzare per ogni nodo u del grafo, un attributo d[u] (stima del cammino 

minimo) che rappresenta un limite superiore al peso di un cammino minimo dalla 

sorgente s ad un qualsiasi nodo    ; tale limite viene poi rilassato, quindi 

aggiornato, ogni volta che viene trovata una strada “migliore”. Le stime di cammino 

minimo e l’albero dei cammini minimi dalla sorgente (mantenuto in un vettore dei 

padri ), vengono inizializzate dalla seguente procedura in tempo O(n): 

 

 

Initialize_Single_Source(G,s) 

for ogni v  V 

  d[u] ←  

  [v] ← NULL 

d[s] ← 0 

 

 

Il processo di rilassamento di un arco (u,v) consiste nel verificare se si può 

migliorare il cammino minimo per v trovato fino a quel momento passando per u, e, 

in questo caso nell’aggiornare i valori di d[v] e π[v]: 

 

 

Relax(u, v, w) 

 if d[v] > d[u] + w(u,v) 

  d[v] ← d[u] + w(u,v) 

[v] ← u 

 

 

L’utilizzo della tecnica del rilassamento è differente tra l’algoritmo di Dijkstra e 

quello di Bellman-Ford, nel primo ogni arco viene rilassato una sola volta, nel 

secondo più volte.  



 - 11 - 

 

Capitolo 2  

Algoritmi per la ricerca di cammini minimi 

 

Come accennato nel capitolo precedente, gli algoritmi per la ricerca di cammini 

minimi possono essere raggruppati in due diverse categorie: da un lato quelli per la 

ricerca dei cammini di costo minimo con sorgente singola, dall’altro quelli per la 

ricerca dei cammini minimi tra tutti i nodi del grafo. Del primo gruppo fanno parte 

gli algoritmi di ricerca A*, Bellman-Ford, Dijkstra e l’algoritmo su DAG, del 

secondo gli algoritmi di Floyd-Warshall e di Johnson. 

 

Le due categorie differiscono anche per un altro aspetto importante: la struttura 

dell’output. Nel primo caso in output è restituito il cosiddetto albero dei cammini 

minimi, nel secondo, invece, si restituisce una matrice D di dimensione           in 

cui l’elemento     contiene il peso di un cammino minimo dal vertice i al vertice j. 

Tali rappresentazioni sono descritte più in dettaglio nei due paragrafi seguenti 

(paragrafi 2.1.1 e 2.2.1). 
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2.1 Cammini minimi a sorgente singola 

 

In questo paragrafo vengono presentati gli algoritmi A*, Bellman-Ford, Dijkstra e 

l’algoritmo su DAG. 

 

2.1.1 Rappresentazione dell’output 

 

Lo scopo degli algoritmi proposti, non è solo quello di calcolare il peso del 

cammino minimo all’interno del grafo a partire da una sorgente s, bensì anche quello 

di costruire e restituire quello che viene chiamato albero dei cammini minimi del 

grafo, ovvero l’albero contenente i cammini minimi da s ad ogni altro nodo del grafo. 

Più formalmente [4]: 

Dato un grafo orientato         e un nodo sorgente s, tali per cui non ci sono 

cicli di peso negativo in G raggiungibili da s, un albero dei cammini minimi con 

sorgente in s è un sottografo            di   con le seguenti caratteristiche: 

1.    è un albero radicato in s. 

2.    è l’insieme dei nodi raggiungibili da s in  . 

3. Per ogni nodo     , il percorso che collega s a u in    è un cammino 

minimo da s a u in  . 

L’albero non è necessariamente unico. 

 

In Figura 2.1 è rappresentato un esempio di grafo in cui sono evidenziati i cammini 

minimi a partire dalla sorgente 0: 

 

 

Figura 2.1: Esempio di grafo in cui sono evidenziati i cammini minimi dalla sorgente 0 
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Di seguito, in Figura 2.2, l’albero dei cammini minimi con sorgente 0 relativo al 

grafo di Figura 2.1: 

 

Figura 2.2: Esempio di albero dei cammini minimi relativo al grafo in Figura 2.1 

 

La rappresentazione dell’albero avviene utilizzando un array , di dimensione pari 

al numero dei nodi tale per cui     contiene il nodo padre di u oppure -1 se u è la 

radice dell’albero (la sorgente). 

 

Un esempio di vettore dei padri  relativo all’albero dei cammini minimi mostrato 

in Figura 2.2 è il seguente (Figura 2.3): 

 

 

Figura 2.3: Vettore dei padri relativo all'albero dei cammini minimi in Figura 2.2 

 

 

2.1.2  Algoritmo A* 

 

A* dall’inglese A-star [5], è uno tra gli algoritmi per la ricerca di cammini minimi 

a sorgente singola presenti in letteratura. La sua particolarità è quella di sfruttare una 

stima euristica che classifica ogni nodo attraverso una stima della strada migliore che 

passa attraverso di esso e visita i nodi successivi sulla base di questa stima. 

A differenza degli algoritmi di Bellman-Ford e di Dijkstra che non implementano 

la ricerca del cammino direttamente verso il nodo cercato, l’algoritmo A* sfrutta una 
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funzione euristica per stimare ad ogni passo il costo del cammino da un nodo al più 

vicino nodo goal. Purtroppo non esiste una funzione euristica “standard” adatta ad 

ogni situazione, per ogni problema è necessario utilizzare una funzione differente 

calcolata sulla base del problema considerato e dello spazio degli stati
1
 [6]. È 

importante che tale funzione non sovrastimi mai il costo per raggiungere l’obiettivo, 

una funzione euristica h che rispetta tale restrizione è detta euristica ammissibile [6]. 

Gli elementi principali di questo algoritmo sono fondamentalmente cinque: 

1. close: lista dei nodi già esplorati 

2. open: lista dei nodi sui quali si sta lavorando 

3. h(n): costo stimato del cammino più breve dal nodo corrente n al nodo di 

destinazione goal 

4. g(n): costo esatto del cammino dalla sorgente s al nodo corrente n 

5. f(n): funzione di valutazione definita come f(n) = g(n) + h(n) 

 

La ricerca del cammino minimo avviene sfruttando le due liste sopra citate, la lista 

open contiene i nodi candidati ad essere esaminati e viene inizializzata con il nodo 

sorgente start, la lista close, invece, contiene i nodi già esaminati e inizialmente è 

vuota. Ad ogni nodo vengono associati i valori h, g, f ed il puntatore al padre così da 

poter determinare come esso sia stato trovato. 

 

L’intera procedura si basa su un ciclo principale che itera sui nodi della lista open 

alla ricerca del nodo goal o eventualmente di quello con il miglior valore f. Se il 

nodo n estratto è il nodo goal, la procedura può terminare e viene restituito in output 

il percorso dal nodo start al nodo goal. In caso contrario, n viene rimosso dalla lista 

open e aggiunto alla lista close per non essere più considerato. Prima di scartare n, 

vengono esaminati tutti suoi vicini; per ognuno di questi (p) si controlla la loro 

appartenenza alle liste open e close e si ricalcola il costo esatto (g) necessario per 

raggiungerlo, possono verificarsi tre casi: 

1. Se p non appartiene né alla lista open né a quella close, viene aggiunto in 

open. 

                                                 
1 Spazio degli stati di un problema: è l’insieme di tutte le scelte possibili dato uno stato iniziale si, per arrivare ad 

uno stato finale sf. 
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2. Se p appartiene alla lista open e il suo costo è inferiore a quello appena 

calcolato si rimuove p da open si aggiorna il suo costo con quello nuovo e si 

aggiunge nuovamente ad open. 

3. Se p appartiene alla lista close e il suo costo è inferiore a quello appena 

calcolato, viene tolto da close, aggiornato al nuovo valore g e aggiunto alla 

lista open per essere successivamente riesaminato. 

 

La procedura termina quando si raggiunge il nodo goal, oppure terminano i nodi 

da esaminare nella lista open; nel primo caso si invoca una procedura di 

backtracking che a partire dal noto goal ricostruisce il percorso fino al nodo start 

e si restituisce tale cammino, nel secondo caso si restituisce un cammino vuoto 

ad indicare che non è stato possibile trovare un cammino tra i due nodi richiesti. 

 

 

A-Star(start, goal) 

crea la lista open //inizializzata con il nodo start 

crea la lista close //inizialmente vuota 

while (open  empty) 

n ← il nodo con minor valore f nella lista open 

if (n == goal) 

Ricostruisci e restituisci il percorso da 

goal a start. 

else 

close ← close  {n} 
for ogni vicino p di n 

g’ ← nuovo valore di g per il nodo p 

if (p  close e p.g < g’) 

close ← close – {p} 

open ← open  {p} 

else if (p  open e p.g < g’) 

p.g ← g’ //aggiornamento di g 

else if (p  close e p  open) 

p.g ← g’ 

open ← open  {p} 
return NULL 

 

 

Il cuore dell’algoritmo risiede nella funzione euristica, dalla quale dipende 

l'incremento o il decadimento delle prestazioni. Poiché h(n) rappresenta il costo 

stimato del cammino più breve dal nodo corrente n al nodo di destinazione goal, una 
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funzione euristica ideale può essere quella che considera la distanza in linea d'aria 

dalla posizione corrente a quella di destinazione. 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

  

Figura 2.4: Esempio esecuzione A* 

 

In Figura 2.4 è mostrado un esempio di esecuzione dell’algoritmo, la sorgente è il 

vertice s, mentre g è il nodo goal. Le stime euristiche di ogni nodo sono scritte 

accanto allo stesso; i nodi grigi sono quelli correntemente in analisi, quelli neri, 

invece, i cammini minimi temporanei. Al termine dell’esecuzione, i nodi 
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doppiamente cerchiati identificano il cammino minimo trovato. Ad ogni passo il 

prossimo nodo da analizzare è deciso sulla base dei valori della funzione di 

definizione dei nodi grigi. 

 

 

2.1.3 Algoritmo di Bellman-Ford 

 

L’algoritmo di Bellman-Ford risolve il problema di cammini minimi con sorgente 

singola nel caso più generale in cui i pesi degli archi possono essere negativi. Dato 

un grafo orientato e pesato         con sorgente s, l’algoritmo restituisce un 

valore booleano che indica se esiste oppure no un ciclo di peso negativo 

raggiungibile dalla sorgente; in caso affermativo, non esiste alcuna soluzione, se 

invece tale ciclo non esiste, allora produce l’albero dei cammini minimi ed i loro 

pesi. 

Come accennato nel paragrafo 1.3, questo algoritmo usa la tecnica del 

rilassamento, diminuendo progressivamente la stima d[v] del peso di un cammino 

minimo dalla sorgente s ad ogni vertice      fino a raggiungere il reale peso di 

cammino minimo δ(s, v). 

 

Dopo aver effettuato l’inizializzazione prevista dalla tecnica del rilassamento, 

Initialize_Single_Source(G,s), che assegna al nodo sorgente valore   e a tutti gli altri 

valore  , l’algoritmo esegue       passi di rilassamento sugli archi, invocando la 

procedura Relax(u,v,w) precedentemente descritta, successivamente controlla 

l’esistenza di cicli di peso negativo e restituisce il valore booleano appropriato. 

 

  

Bellman-Ford(G,w,s)  

Initialize_Single_Source(G,s)       
for i ← 1 to |V| - 1                         

for ogni arco (u,v)  E       
relax(u,v,w)       

for ogni arco (u,v)  E       
if (d[v] > d[u] + w(u,v))  

return FALSE  

return TRUE  
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La complessità dell’algoritmo è       dato dall’iterazione della procedura di 

rilassamento su tutti gli archi di tutti i nodi. 

 

Di seguito un esempio di esecuzione dell’algoritmo: 

 

 

 

 

 

 

 

 
TRUE 

  

Figura 2.5: Esempio esecuzione Bellman-Ford 

 

La sorgente è il vertice etichettato con 0. I valori d sono mostrati all’interno dei 

vertici, e gli archi in grassetto indicano i valori di π. Le cinque figure rappresentano 

tutta la sequenza di operazioni compiute dall’algoritmo. Alla fine, non avendo 

trovato cicli di peso negativo raggiungibili dalla sorgente, l’algoritmo restituisce 

TRUE. 
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2.1.4 Algoritmo di Dijkstra 

 

L’algoritmo di Dijkstra utilizza una strategia greedy per risolvere il problema di 

cammini minimi con sorgente singola su di un grafo orientato e pesato         

nel caso particolare in cui tutti i pesi degli archi siano non negativi. 

 

L’algoritmo mantiene un insieme S contenente i vertici il cui peso di cammino 

minimo dalla sorgente s è già stato determinato, ovvero quei vertici     per cui 

vale            . Nell’array d, utilizzato all’interno delle procedure 

Initialize_Single_Source() e Relax(), viene memorizzato di volta in volta il peso del 

cammino migliore trovato sino a quel punto per ciascun nodo; l’array memorizza il 

relativo albero dei cammini. Ad ogni ciclo while il prossimo nodo da analizzare 

viene scelto all’interno dell’insieme     gestito per mezzo di una coda con priorità 

Q utilizzando come chiavi i rispettivi valori d. Si considera il nodo u che, fra i nodi il 

cui cammino non è stato ancora determinato, ha valore di d minimo, e considera i 

nodi adiacenti per verificare se il cammino che porta ad essi passando per u è 

migliore dei cammini trovati precedentemente. Durante questa procedura di 

rilassamento, se vengono trovati dei cammini migliori, questi vengono memorizzati 

al posto dei precedenti. Quando un nodo u arriva ad avere d minimo fra tutti i nodi 

non ancora completati, significa anche che il cammino trovato per u fino a quel 

punto può considerarsi definitivo, è infatti impossibile che analizzando uno degli altri 

nodi nell’elenco, che hanno d maggiore di u, si riesca a trovare un cammino di peso 

inferiore. Il nodo u si considera a questo punto completato. 

 

 

Dijkstra(G, w, s) 

Initialize_Single_Source(G,s) 

S ← ∅ 
Q ← V 

while Q  ∅ 
u ← Extract_Min(Q) 

S ← S ∪ {u} 
for ogni v   Adj[u] //nodi adiacenti ad u 

Relax(u,v,w) 

 

 



 - 20 - 

La complessità dell’algoritmo varia in funzione delle strutture dati utilizzate per la 

gestione della coda di priorità Q e nella sua più semplice implementazione è pari ad 

     ; l’analisi è trattata dettagliatamente nel capitolo successivo. 

 

Di seguito un esempio di esecuzione dell’algoritmo: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.6: Esempio esecuzione Dijkstra 

 

La sorgente è il vertice etichettato con 0. Le stime di cammino minimo sono 

indicate all’interno dei vertici, e gli archi in grassetto indicano i valori del campo 

predecessore: se l’arco       è in grassetto, allora         . I vertici grigi sono 

quelli correntemente in uso, i neri quelli nell’insieme S, mentre i bianchi sono quei 

vertici che si trovano ancora all’interno della coda Q. Le sei figure rappresentano 

tutta la sequenza di operazioni compiute dall’algoritmo. 
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2.1.5 Algoritmo su DAG - il caso particolare dei grafi aciclici 

 

Nel caso sia noto a priori che i grafi per cui si devono calcolare i cammini minimi 

sono grafi orientati aciclici (DAG
2
) [4] si pu  ottenere un notevole miglioramento 

delle prestazioni sfruttando una versione modificata dell’algoritmo di Bellman-Ford 

precedentemente descritto. La particolarità di un grafo diretto aciclico, è quella di 

non poter ripercorrere più volte lo stesso arco passante tra due nodi qualsiasi, è 

quindi possibile esaminare il grafo solo “in avanti”, ossia per ogni nodo      , gli 

archi uscenti da v vengono esaminati sempre dopo gli archi entranti in v. 

Rilassando gli archi del DAG secondo un ordine topologico dei suoi vertici, è 

possibile calcolare i cammini minimi da una sorgente unica in tempo       . Per 

ordinamento topologico si intende un ordinamento lineare di tutti i vertici del grafo 

lungo una linea orizzontale tale che tutti gli archi orientati vadano da sinistra verso 

destra; in particolare due vertici u e v sono disposti in ordine sequenziale 

nell’ordinamento, se esiste un cammino da u a v. In generale l’ordinamento 

topologico non è unico, nel caso peggiore si possono avere    ordinamenti diversi 

che corrispondono a tutte le possibili permutazioni degli n nodi del grafo. In un 

DAG, i cammini minimi sono sempre ben definiti poiché pur essendo presenti archi 

di peso negativo, cicli negativi non possono esistere. 

 

Nelle figure seguenti sono rappresentati un esempio di DAG (Figura 2.7) ed il 

corrispettivo ordinamento topologico (Figura 2.8): 

 

 

Figura 2.7: Esempio di grafo diretto aciclico (DAG) 

                                                 
2 DAG: dall’inglese "Directed acyclic graph" è un particolare tipo di grafo diretto che non ha cicli diretti, ovvero 

non è possibile ripercorrere più di una volta lo stesso arco passante tra due nodi qualsiasi del grafo. 
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Figura 2.8: Ordinamento topologico del DAG in Figura 2.7 

 

L’implementazione dell’algoritmo di Bellman-Ford modificato per lavorare su 

grafi di questo tipo, prevede che i nodi vengano ordinati topologicamente e gli archi 

da essi uscenti siano esaminati rispettando tale ordinamento. 

 

L’algoritmo inizia ordinando topologicamente il DAG per imporre un 

ordinamento lineare ai vertici. Se esiste un cammino dal vertice u al vertice v, allora 

u precede v nell’ordine topologico. Durante l’elaborazione di un vertice, vengono 

rilassati tutti gli archi uscenti dal vertice. L’ordinamento topologico pu  essere 

eseguito in tempo        mediante una visita in profondità e via via inserendo 

ognuno dei     vertici in testa ad una lista in tempo     . 

 

 

DAG-Shortest-Path(w,s) 

Lista L ← ordinamento-topologico(G) 

Initialize_Single_Source(G,s) 

for ogni vertice u preso in ordine topologico in L 

 for ogni vertice v  Adj[u] //nodi adiacenti ad u 
  Relax(u,v,w) 

 

 

Come visto precedentemente il tempo di esecuzione dell’ordinamento topologico 

può essere effettuato in tempo       , mentre la chiamata della procedura 

Initialize_Single_Source(G,s) richiede un tempo     . Il ciclo for più esterno 

effettua un’iterazione per ciascun vertice, quello più interno, invece, rilassa ciascun 

arco una sola volta. Poiché la procedura di rilassamento richiede un tempo     , il 

tempo totale di esecuzione è       . 
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2.2 Cammini minimi tra tutte le coppie 

 

In questo paragrafo vengono presentati gli algoritmi di Floyd-Warshall e Johnson. 

 

 

2.2.1 Rappresentazione dell’output 

 

Nel caso del cammino minimo a sorgente singola, gli algoritmi proposti 

costruiscono un array  che contiene l’albero dei cammini minimi dalla sorgente, e 

un array d che contiene i pesi dei cammini minimi dalla sorgente ai diversi nodi. 

 

Nel caso dei cammini minimi per tutte le coppie [4], i cammini minimi sono 

memorizzati in una matrice   di dimensione          , dove la i-esima riga 

rappresenta l’albero dei cammini minimi con sorgente i e con         è indicato 

l’elemento della riga i e colonna j di tale matrice. Analogamente, i pesi dei cammini 

minimi sono memorizzati in una matrice D di dimensione          , dove con         

si indica l’elemento della i-esima riga e j-esima colonna di tale matrice, che contiene 

il peso del cammino minimo dal nodo i al nodo j. 

 

Nel caso dell’algoritmo di Floyd-Warshall, anche il grafo è rappresentato con una 

matrice di adiacenza W di dimensione          . L’elemento         è definito nel 

modo seguente: 

         
  

         
  

 
                                                                            

                                                         
                                                          

 

 

La Figura 2.9 mostra la matrice W su un grafo di esempio. 

 

 
 
 
 
 
 
 
       
      
       
       
      
        

 
 
 
 
 

 

Figura 2.9: Un grafo di esempio e la rispettiva rappresentazione matriciale 
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2.2.2 Algoritmo di Floyd-Warshall 

 

L'algoritmo di Floyd-Warshall [7] [8] è un algoritmo basato sulla tecnica della 

programmazione dinamica e permette di calcolare lo shortest-path per tutte le coppie 

di un grafo pesato e orientato, anche in presenza di archi con costo negativo, ma 

senza cicli di lunghezza negativa, con una complessità        

 

L'idea alla base di questo algoritmo [4] [9] è quella di creare una matrice D 

costruita in modo tale che ad ogni passo h nella posizione       sia memorizzata la 

distanza pesata minima tra il nodo di indice i e quello di indice j, calcolata 

attraversando solo nodi di indice minore o uguale ad h. Se non esiste un cammino dal 

nodo di indice i a quello di indice j, nella cella       viene scritto . 

 

Si comincia ricavando la matrice di adiacenza del grafo W (si pone  dove non vi 

è collegamento), per poi passare alla compilazione vera e proprio della matrice D. 

Ad ogni passo h, il valore della cella        della matrice  , è dato dal minimo tra il 

valore corrente di         e la somma dei valori di         e        . Più 

formalmente:                                       

 

 

Floyd-Warshall(Matrice W) 

D ← W 

for h ← 1 to n 

for i ← 1 to n 

for j ← 1 to n 

D[i][j] ← min(D[i][j], D[i][h]+D[h][j]) 

return D 

 

 

 

La sequenza di matrici calcolata dall’algoritmo di Floyd-Warshall sul grafo in Figura 

2.9 è mostrata in Figura 2.10: 
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Figura 2.10: Esecuzione dell'algoritmo di Floyd-Warshall sul grafo in Figura 2.9 

 

 

 

2.2.3 Algoritmo di Johnson 

 

L’algoritmo di Johnson [1] [4] per il calcolo dei cammini minimi tra tutte le 

coppie sfrutta gli algoritmi di Bellman-Ford e di Dijkstra come sotto procedure e 

restituisce in output una matrice dei pesi di cammino minimo tra tutte le coppie di 

nodi del grafo. In maniera simile all’algoritmo Floyd-Warshall, la matrice di output 

ha dimensione             dove            ovvero il cammino minimo dal nodo 

i al nodo j; in presenza di cicli di peso negativo, l’algoritmo termina restituendo un 

messaggio di errore. Per la sua particolare efficienza nel caso di grafi sparsi, la 

rappresentazione del grafo di input, non è tramite rappresentazione matriciale, come 

nel caso dell’algoritmo di Floyd-Warshall, ma tramite liste di adiacenza. 
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In presenza di archi di peso negativo, l’algoritmo di Johnson sfrutta una 

particolare tecnica detta rideterminazione dei pesi, che consente di rimuovere i pesi 

negativi dal grafo. L’idea è quella di utilizzare un nuovo insieme di pesi per gli archi, 

tale da non influenzare i cammini minimi e per far questo deve soddisfare due 

importanti proprietà: 

1. Per ogni coppia di vertici       un cammino minimo da u a v secondo 

la funzione peso w deve essere anche un cammino minimo da u a v 

secondo la funzione peso   . 

2. Per tutti gli archi       il nuovo peso         deve essere non negativo. 

 

La funzione peso    è così definita: 

 

sia       una funzione di peso sugli archi, e sia       una funzione peso 

sui nodi, definiamo                          

 

L’algoritmo è così strutturato [10]: 

 Si costruisce un nuovo grafo    aggiungendo un nuovo nodo s e 

aggiungendo, per ogni altro nodo u, un arco da s a u di peso 0. Se 

chiamiamo            il nuovo grafo otteniamo: 

o     ∪      

o     ∪               

o          
              
                        

  

Il costo dell’operazione è      

 Per mezzo dell’algoritmo Bellman-Ford si calcolano i costi minimi (h) di 

tutti i nodi raggiungibili da s verificando la presenza di cicli di peso 

negativo; poich  l’unico modo di uscire da s è percorrere un arco di peso 0 

verso uno qualunque degli altri nodi, il cammino minimo da s ad u pesa 

quanto il cammino di peso minore fra tutti i cammini da v ad u, per 

qualunque nodo v: costo O(VE) 

 La nuova funzione peso    viene calcolata sfruttando i valori h appena 

ottenuti: costo O(E) 
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 Per ogni coppia di vertici       viene quindi calcolato il peso di 

cammino minimo        chiamando l’algoritmo di Dijkstra una volta per 

ogni nodo di V: costo            utilizzando Dijkstra con Heap di 

Fibonacci (paragrafo 3.3). 

 nella posizione     della matrice D, vengono quindi memorizzati i valori 

dei pesi di cammino minimo        appena calcolati. 

 

Il costo totale è dell’algoritmo è quindi               

 

 

Johnson(G) 

calcola G’ //il nuovo grafo con n+1 nodi 

if BELLMAN-FORD(G’,w,s) == FALSE 

 return “ERRORE: G contiene cicli di peso negativo” 

else 

 for ogni vertice v  V[G’] 

  assegna ad h(v) il valore (s,v) calcolato 
  dall’algoritmo di Bellman-Ford 

 for ogni arco (u,v)  E[G’] 

                           
for ogni vertice u  V[G] 

 esegui DIJKSTRA(G,  ,u) per calcolare 

          per tutti i v  V[G] 

for ogni vertice v  V[G] 

                       
return D 

 

 

 

Nelle figure seguenti sono mostrati: il grafo    (Figura 2.11), le distanze h 

risultanti dall’esecuzione su di esso dell’algoritmo di Bellman-Ford (Figura 2.12) e il 

nuovo grafo   con indicati i pesi riferiti alla funzione peso    (Figura 2.13): 
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Figura 2.11: Grafo G' costruito a partire dal grafo in Figura 2.9 

 

 

 

 

 

Figura 2.12: distanze h risultanti dall'algoritmo di Bellman-Ford sul grafo in Figura 2.11 

 

 

 

 

 

Figura 2.13: Grafo G con pesi riferiti alla nuova funzione peso    
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Capitolo 3  

Algoritmo di Dijkstra: la coda di priorità 

 

Come accennato nel paragrafo 2.1.4 il cuore dell’algoritmo di Dijkstra [11] 

risiede nella struttura dati utilizzata per gestire la coda con priorità, le operazioni su 

cui si basa l’intero algoritmo sono principalmente tre, attorno le quali ruota l’analisi 

della complessità asintotica dello stesso: 

1. Inserimento (istruzione Q ← V) 

2. Estrazione del minimo (funzione Extract_Min()) 

3. Decremento di una chiave (implicito nella funzione Relax(u,v,w)) 

 

Sono possibili diverse implementazioni dell’algoritmo di Dijkstra che 

differiscono per il modo in cui è implementata la coda di priorità Q. La scelta 

dell’implementazione di Q non cambia il comportamento dell’algoritmo (si pu  

pensare che la sequenza di estrazioni da Q sia indipendente da tale scelta), ma ne 

influenza la complessità e l’efficienza computazionale. La scelta del tipo di coda non 

può quindi essere casuale, in linea di principio un’implementazione che sfrutta un 

array lineare o una lista non ordinata risulta più adatta e più veloce se applicata a 

grafi densi e fortemente connessi (        ), al contrario, per grafi sparsi (    

   ) è preferibile utilizzare la struttura dati heap binario. La struttura heap di 

Fibonacci, invece, risulta ottima per entrambe le situazioni e presenta la miglior 

complessità asintotica raggiungibile, purtroppo la sua implementazione pratica è 

molto onerosa e per questo molto spesso tralasciata. 
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3.1 Lista non ordinata 

 

La più semplice implementazione della coda con priorità è sicuramente quella che 

sfrutta una lista non ordinata, ad esempio mediante un vettore di puntatori, in cui i 

nodi vengono inseriti in testa o in coda e la selezione del nodo di etichetta minima 

viene effettuata per mezzo di una scansione completa della lista. In questa ipotesi le 

operazioni elementari hanno le seguenti complessità: 

1. Inizializzazione delle etichette e della lista Q:      

2. Selezione del nodo di etichetta minima:      

3. Rimozione da Q del nodo di etichetta minima:      

4. Inserzione di un nodo o modifica della sua etichetta:      

 

Le funzioni di inserimento e decremento di una chiave hanno quindi costo 

costante     , Extract_Min(), invece, richiede un tempo      per scorrere tutta la 

lista di nodi, e poich  vi sono     operazioni di questo tipo il tempo totale richiesto 

da Extract_Min() è      . Ogni vertice       viene inserito nell’insieme S 

esattamente una volta, e quindi ogni arco nella lista di adiacenza        viene 

esaminato nel ciclo for esattamente una volta nel corso dell’algoritmo. Poich  il 

numero totale di archi in tutte le liste di adiacenza è    , vi sono in totale 

    iterazioni di questo ciclo, ognuna delle quali richiede tempo     . 

 

Il tempo totale di esecuzione dell’algoritmo secondo questa implementazione è 

quindi                . 
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3.2 Heap binario 

 

Una delle alternative più utilizzate per la gestione della coda con priorità 

nell’algoritmo di Dijkstra è quella di realizzare Q organizzando gli elementi con le 

loro proprietà in un albero binario secondo la struttura dati heap binario (Figura 3.1), 

avendo cura di mantenerne le proprietà [12]: 

1. Ciascun elemento della coda con priorità corrisponde ad un nodo 

dell’albero binario. 

2. Ciascun nodo dell’albero binario, diverso dalla radice, ha una priorità 

maggiore o uguale a quella del nodo padre. 

3. L’albero binario è completo almeno fino al penultimo livello, ovvero se 

l’albero ha altezza h, è completo almeno fino al livello h-1. 

 

 

Figura 3.1: Esempio di struttura dati heap con sei elementi 

 

Dati n elementi la proprietà 1 assicura che l’heap conterrà esattamente n nodi, inoltre 

per la proprietà 2, tutti i nodi dell’albero avranno priorità maggiore o uguale a quella 

della radice, pertanto l’operazione trova minimo dovrà semplicemente restituire 

l’elemento corrispondente alla radice dell’albero. La proprietà 3, infine, permette di 

dimostrare che un heap con n nodi ha un’altezza proporzionale a       e tutte le 

operazioni sull’albero sono limitate superiormente da tale valore. 

  



 - 32 - 

3.2.1 Dettaglio delle operazioni 

 

Ai fini dell’implementazione dell’heap binario nell’algoritmo di Dijkstra è 

importante studiare la complessità asintotica delle singole operazioni possibili. 

 

 

3.2.1.1 Inserimento di un nodo 

 

Nel momento in cui si vuole inserire un nuovo nodo con valore x all’interno 

dell’heap, questo viene inserito come foglia più a destra nell’ultimo livello. Se x, il 

valore associato al nodo appena inserito, è minore di quello associato al padre, si 

applica una procedura di “riaggiustamento” che consiste nello scambiare il nodo 

appena inserito con il padre. Il procedimento può iterare fino a raggiungere la radice 

impiegando al più un tempo di        . 

 

 

3.2.1.2 Ricerca del minimo 

 

Per costruzione della struttura dati, l’etichetta di valore minimo è sempre quella 

associata alla radice, il tempo di ricerca del minimo è quindi costante:     . 

 

 

3.2.1.3 Estrazione del minimo 

 

Come per l’inserimento di un nuovo nodo, anche l’estrazione del minimo sfrutta 

un processo di riaggiustamento dell’albero che determina il costo complessivo 

dell’operazione. 

La ricerca del minimo ha costo costante in quanto consiste semplicemente nel 

considerare la radice dell’albero. Si estrae il minimo e si sostituisce alla radice il 

valore della foglia più a destra nell’ultimo livello dell’heap. La foglia viene quindi 

eliminata riducendo di uno il numero di nodi dell’albero. Se l’etichetta associata al 

nuovo nodo è maggiore di quella di uno dei figli, si procede con la procedura di 
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riaggiustamento sopra citata, scambiando il nuovo nodo radice con il figlio di valore 

minore. Il procedimento può iterare fino a raggiungere una foglia impiegando al più 

un tempo di        . 

 

 

3.2.1.4 Unione di heaps 

 

La fusione di due heaps può avvenire secondo due diverse strategie: 

1. Si considera il vettore disordinato composto da       elementi e si 

costruisce il nuovo heap a partire da questo. Il costo complessivo 

dell’operazione è         . 

2. Si considera l’heap di dimensione maggiore e uno alla volta vi si 

aggiungono i nodi del secondo heap. Il costo complessivo dell’operazione 

è                . 

 

 

3.2.1.5 Decremento di un valore 

 

In un primo momento si decrementa il nodo fissato x, se tale valore è inferiore a 

quello del padre si applica nuovamente la procedura di riaggiustamento dell’heap, 

scambiando il nuovo nodo con il padre e iterando, se necessario, fino alla radice. Il 

costo complessivo dell’operazione è ancora una volta al più        . 

 

 

3.2.1.6 Eliminazione di un nodo 

 

L’etichetta del nodo x da eliminare viene scambiata con quella della foglia più a 

destra dell’ultimo livello dell’heap. La foglia viene eliminata, eliminando quindi il 

nodo prescelto e riducendo di uno la dimensione dell’heap. L’albero viene 

successivamente riaggiustato scambiando il valore del nodo x con quella del padre 

ove necessario. Il procedimento può iterare fino a raggiungere la radice. Il costo 

complessivo dell’operazione è        . 
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3.2.2 Riassunto dei costi e applicazione all’algoritmo di Dijkstra 

 

La complessità asintotica delle varie operazioni possibili sulla struttura dati heap 

binario, sono riassunte nell’elenco seguente: 

 Creazione dell’heap:      

 Inserimento di un nodo:         

 Ricerca del minimo:      

 Estrazione del minimo:         

 Unione di heaps:      

 Decremento di un valore:         

 Eliminazione di un nodo:         

 

Considerando l’applicazione di tale struttura all’algoritmo di Dijkstra le 

operazioni di ordinamento dell’heap a seguito di inserimenti o rimozioni di nodi da 

Q sono al più        . 

 

Le funzioni di inserimento, decremento e estrazione del minimo hanno costo 

logaritmico nel numero di nodi        , dovuto alla procedura di riaggiustamento 

dell’heap e per quanto riguarda Extract_Min(), poich  vi sono     operazioni di 

questo tipo, il tempo totale richiesto dalla funzione è         . 

Ogni vertice       viene inserito nell’insieme S esattamente una volta, e quindi 

ogni arco nella lista di adiacenza        viene esaminato nel ciclo for esattamente 

una volta nel corso dell’algoritmo. Poich  il numero totale di archi in tutte le liste di 

adiacenza è    , vi sono in totale     iterazioni di questo ciclo, ognuna delle quali 

richiede ancora tempo        . 

 

Il tempo totale di esecuzione dell’algoritmo secondo questa implementazione è 

quindi                                . 

 

 a osservato che la complessità di questa variante non è in assoluto migliore della 

complessità dell’implementazione banale che sfrutta una lista non ordinata: in 

generale è migliore solo se il numero di archi è sufficientemente basso.  
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3.3 Heap di Fibonacci 

 

L’Heap di Fibonacci presentato nel 1987 da M. L. Fredman e R. E. Tarjan in [13] 

e chiamato così in onore del matematico L. Fibonacci noto per i “numeri di 

Fibonacci” da cui tale struttura dati prende ispirazione, rappresenta tutt’oggi la più 

efficiente coda con priorità utilizzabile per l’algoritmo di Dijkstra. Tale struttura dati, 

basata appunto sulla teoria dei numeri di Fibonacci, presenta le stesse prestazioni 

teoriche di un heap tradizionale, ma permette l’inserimento e il decremento di una 

chiave in tempo costante anziché logaritmico. 

 

È importante sottolineare che l’heap di Fibonacci è una particolare struttura dati 

costruita pensando alle analisi in tempo ammortizzato, e in particolare al metodo del 

potenziale. Questo paragrafo, come il precedente, è strutturato in modo da analizzare 

i costi delle singole operazioni per poi riassumerli in un elenco e studiare la 

complessità dell’algoritmo di Dijkstra secondo questa implementazione. 

 

 

3.3.1 La struttura degli heap di Fibonacci 

 

Gli heap di Fibonacci sono costituiti da una lista di alberi caratterizzati dalla 

proprietà di soddisfare ciascuno il cosiddetto “ordinamento parziale min-heap”: la 

chiave di ogni nodo è minore o uguale alla chiave dei figli. Questa caratteristica 

implica che il nodo con la chiave minima sia sempre una delle radici degli alberi. 

 

 

Figura 3.2: Esempio di heap di Fibonacci 
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La struttura dati heap di Fibonacci risulta molto flessibile, gli alberi che la 

compongono non hanno una forma prescritta e quindi gli elementi possono trovarsi 

tutti su alberi differenti, oppure su un singolo albero di profondità n. Questa 

flessibilità permette di eseguire alcune operazioni in modo “pigro”, rinviando il 

lavoro alle operazioni successive. Per fare un esempio fusione di due heap avviene 

semplicemente concatenando le due liste di alberi. 

 

Come è possibile osservare in Figura 3.3 ogni nodo x contiene un puntatore      

al padre e un puntatore          ad uno dei suoi figli. I figli di x sono collegati da 

una lista circolare a doppio collegamento, chiamata lista dei figli di x. Ogni figlio y 

in una lista dei figli, ha dei puntatori         e          che puntano rispettivamente 

ai suoi fratelli sinistro e destro. Se il nodo y è l’unico figlio, allora         

          . 

 

 

Figura 3.3: Struttura heap di Fibonacci 

 

In ogni nodo x vengono memorizzati anche altri tre campi: 

       : contiene l’etichetta del nodo 

          : contiene il numero di figli nella lista dei figli 

        : è un campo a valori booleani che indica se il nodo x ha perso un 

figlio dall’ultima volta che è diventato a sua volta figlio di un altro nodo (i 

nodi vengono creati non marcati e un nodo x marcato diventa non marcato 

ogni qual volta diventa figlio di un altro nodo) 
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Il puntatore        indicato nelle due figure appena descritte, punta alla radice 

dell’albero che contiene la chiave minima; questo nodo è chiamato nodo minimo 

dell’heap di Fibonacci. Le radici di tutti gli alberi dell’heap di Fibonacci sono 

collegate mediante la cosiddetta lista delle radici, per mezzo dei loro puntatori left e 

right. Il numero di nodi attualmente contenuti nell’heap è memorizzato in      . 

 

 

3.3.2 Analisi ammortizzata – il metodo del potenziale 

 

La complessità di un algoritmo è stata finora studiata riferendosi in generale al 

caso pessimo tra tutte le distribuzioni possibili dei dati in ingresso; esiste però un 

altro tipo di analisi, l’analisi ammortizzata [1] [14], nella quale il tempo di 

esecuzione di una sequenza di operazioni di una struttura dati è definito come la 

media dei tempi delle operazioni della sequenza. Fissata una struttura dati di 

dimensione n, si considera una catena di k operazioni su essa e si considera il tempo 

medio complessivo degli algoritmi impiegati per le diverse operazioni. Si prende 

cioè, come complessità in tempo, la somma dei tempi di caso pessimo delle 

operazioni della catena e si divide tale somma per k. Il tempo così calcolato deve 

per  tener conto che, per alcuni problemi, i dati non possono sempre presentarsi nelle 

condizioni più sfavorevoli per k volte consecutive, e si deve studiare l’effetto sulla 

sequenza peggiore di tutte. Questa analisi, detta ammortizzata (su k operazioni), 

considera quindi l’efficienza media di ogni operazione nel caso pessimo e differisce 

dal caso medio per il fatto che non ha alcuna connotazione probabilistica. 

 

Le tecniche utilizzate per l’analisi ammortizzata sono le seguenti: 

1. Metodo degli aggregati: Si calcola la complessità         dell’esecuzione di 

una sequenza di n operazioni nel caso pessimo. Il costo ammortizzato della 

singola operazione si ottiene quindi dividendo per n tale complessità 

ottenendo          . Lo stesso costo ammortizzato viene quindi attribuito a 

tutte le operazioni. 

2. Metodo degli accantonamenti: Si caricano le operazioni meno costose di un 

costo aggiuntivo che viene assegnato come credito prepagato a certi oggetti 
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nella struttura dati. I crediti accumulati vengono poi spesi per pagare le 

operazioni più costose su tali oggetti.  

3. Metodo del potenziale: Si associa alla struttura dati D un potenziale      

tale che le operazioni meno costose incrementino il potenziale mentre quelle 

più costose portino ad una diminuzione del potenziale della struttura. Il costo 

ammortizzato è quindi dato dalla somma algebrica del costo effettivo e della 

variazione di potenziale. 

 

Nel metodo del potenziale, lo stato del sistema viene quindi descritto tramite 

differenza di potenziale   associata alla struttura dati nella sua interezza. Indicando 

con    la struttura dati dopo l’esecuzione della i-esima operazione e con    il costo 

effettivo della i-esima operazione allora il costo ammortizzato è: 

 

                    

 

che su una sequenza di n operazioni diventa: 

 

                       

 

   

                

 

   

 

   

 

 

I costi ammortizzati definiti dalle due equazioni sopra descritte, dipendono dalla 

scelta della funzione potenziale  ; in generale per una funzione potenziale   con 

           , il costo ammortizzato totale    
 
    è un limite superiore del costo 

effettivo totale. 

 

Poich  i costi delle operazioni sull’heap di Fibonacci saranno calcolati sfruttando 

il metodo del potenziale, in questo elaborato non verranno approfonditi i restanti due 

metodi (metodo degli aggregati e metodo degli accantonamenti); per ulteriori 

dettagli si rinvia alla letteratura citata. 
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3.3.3 La funzione potenziale 

 

La scelta della funzione potenziale è quindi un parametro importante per una 

corretta analisi del comportamento della struttura dati in esame; funzioni potenziali 

differenti possono dare origine a costi ammortizzati differenti. 

 

Nel caso specifico dell’heap di Fibonacci, indicato d’ora in poi con la lettera H, 

indicheremo con      il numero di alberi nella lista delle radici di H e con      il 

numero dei nodi marcati in H. La funzione potenziale è così definita: 

 

                

 

Per assicurare che la funzione potenziale garantisca un costo ammortizzato totale che 

sia anche un limite superiore al costo totale reale della sequenza di operazioni, 

assumeremo che un’applicazione che fa uso di un heap di Fibonacci inizi con un 

heap vuoto. Il potenziale iniziale è dunque 0 e rimarrà positivo anche nel seguito. 

 

 

3.3.4 Dettaglio delle operazioni 

 

Nei paragrafi successivi sono analizzati i costi ammortizzati delle singole operazioni 

possibili sugli heap di Fibonacci sfruttando il metodo del potenziale e la funzione 

potenziale appena descritta. 

 

 

3.3.4.1 Creazione di un nuovo heap di Fibonacci 

 

Come accennato durante la descrizione della funzione potenziale, si assume che 

un’applicazione che fa uso di questa struttura dati inizi con un heap vuoto. In questo 

caso, per costruzione della struttura, poiché non ci sono alberi in H,        e 

           ; segue anche che            , pertanto il potenziale 
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dell’heap di Fibonacci vuoto è        ed il costo ammortizzato di creazione 

dell’heap     . 

 

 

3.3.4.2 Inserimento di un nodo 

 

L’inserimento di un nuovo nodo all’interno di un heap di Fibonacci è molto 

semplice; prima di tutto il nuovo elemento viene inserito in testa alla lista delle 

radici e vengono inizializzati opportunamente tutti i suoi campi. Successivamente, se 

l’etichetta del nodo inserito è minore di quella puntata dal puntatore       , questo 

viene aggiornato con il nuovo valore; infine viene incrementato il contatore del 

numero di nodi dell’heap. 

A differenza delle funzioni di inserimento di altri tipi di heap (come per esempio 

gli heap binari), questa funzione non si preoccupa di ristrutturare in nessun modo la 

struttura dati. In questo senso si dice che gli heap di Fibonacci sono una struttura dati 

“pigra”. 

 

Considerando   l’heap di Fibonacci di input e    quello di output, il costo 

ammortizzato di questa operazione è così calcolato: 

          

                      

                 

                 
                                 
       
     

 

 

 

3.3.4.3 Ricerca del minimo 

 

Il nodo minimo in un heap di Fibonacci H è indicato dal puntatore        e può 

quindi essere trovato in tempo     . Poiché il potenziale di H non cambia, il costo 

ammortizzato di questa operazione equivale al suo costo reale     : 
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          

                        

                 
                               
     

 

 

 

3.3.4.4 Estrazione del minimo 

 

L'operazione di estrazione del nodo minimo costituisce, per quel che riguarda gli 

heap di Fibonacci, il lavoro più complesso in quanto prevede la ristrutturazione 

dell’heap, che nelle altre funzioni non è presente.  

 

La funzione di estrazione del minimo utilizza due funzioni ausiliarie, 

Extract_min() e Consolidate(), il cui funzionamento è spiegato in seguito: 

 

Extract_min() accede direttamente al minimo grazie al campo        dell’heap, 

“promuove” ogni suo figlio a radice ed elimina il nodo minimo in oggetto. Invoca 

poi la funzione Consolidate() che si occupa di ristrutturare la lista delle radici 

collegando radici dello stesso grado fino a quando rimane al più una radice per ogni 

grado. Terminato il processo di ristrutturazione, il controllo torna alla funzione 

Extract_min() che aggiorna il contatore del numero di nodi dell’heap e ritorna il 

nodo con chiave minima. Se l’heap è vuoto viene ovviamente ritornato NULL. 

 

Per il calcolo del costo della funzione Extract_min() è indispensabile a questo 

punto assumere che esista un limite superiore al grado massimo di un qualsiasi nodo 

dell’heap di Fibonacci; chiamiamo tale limite     . 

Sia   l’heap di Fibonacci prima dell’esecuzione di Extract-min() e sia    l’heap 

ottenuto a seguito della funzione. Il potenziale prima dell’estrazione del nodo è 

               , mentre il potenziale dopo è al più                

      poiché rimangono al più        radici e nessun nodo viene marcato 

durante l’operazione. Il costo ammortizzato è dunque al più: 

                  
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                      

                 

                 
                                          
                     
        

 

 

 

3.3.4.5 Unione di heaps 

 

Come nel caso dell’inserimento di un nodo, anche la procedura di fusione di due 

heaps non prevede la ristrutturazione della struttura dati. Semplicemente si uniscono 

le liste delle radici dei due heaps e si aggiorna il puntatore        e il numero dei 

nodi     . Il costo ammortizzato dell’operazione è così calcolato: 

          

                  
                              

 

                 

                 
                       
                                                

     

 

 

dato che                  e                  

 

 

 

3.3.4.6 Decremento di un valore 

 

Il vantaggio più grande offerto dalla struttura dati heap di Fibonacci è la 

possibilità di decrementare la chiave di un nodo in tempo ammortizzato costante. 

 

Per prima cosa si decrementa il nodo fissato x, in seguito si controlla se il padre 

del nodo in questione ha chiave maggiore del figlio: in caso positivo va ristabilita la 
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proprietà degli heap secondo cui un nodo ha sempre chiave maggiore o uguale al 

padre (se questo esiste) e si porta x alla radice marcando il suo nodo padre. Se      

era già marcato, si porta anch’esso alla radice, ma smarcato. Questo processo di 

riaggiustamento dei nodi può iterare finché non si incontra un padre non marcato 

oppure finché non si arriva al livello delle radici. 

 

Per dimostrare che la procedura ha costo ammortizzato costante, cominciamo 

determinando il costo reale   : per decrementare una chiave si impiega tempo 

costante      al quale va però aggiunto il tempo di esecuzione dei tagli a cascata dei 

nodi padre. Supponendo che la procedura sia chiamata ricorsivamente c volte, si 

ottiene un costo totale reale paria a     . 

Sia ora H l’heap di Fibonacci prima dell’inizio della procedura, ogni chiamata 

ricorsiva della funzione di riaggiustamento dell’heap, mediante il taglio dei nodi 

(tranne l’ultima chiamata), taglia un nodo marcato, lo aggiunge alla lista delle radici 

e leva la marcatura. Rimangono quindi        alberi: 

      alberi di partenza. 

     alberi prodotti dai tagli in cascata. 

 L’albero radicato in x. 

 

e al più          nodi marcati: 

     smarcati dai tagli in cascata. 

   marcato dall’ultimo taglio 

 

Il costo ammortizzato è costante: 

         

                          

                 

                 
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3.3.4.7 Eliminazione di un nodo 

 

Il processo di eliminazione di un nodo consiste nel decrementare a 0 la chiave del 

nodo da cancellare e quindi nell'estrarre il minimo sfruttando le procedure 

decremento di un valore e estrazione del minimo viste nei paragrafi 3.3.4.6 e 3.3.4.4.  

 

Il tempo ammortizzato della funzione di eliminazione di un nodo è dato dalla 

somma      e         dei tempi necessari all’esecuzione delle due procedure: 

                
        

 

 

 

3.3.4.8 Limitazione del grado massimo 

 

Rimane in sospeso l’assegnazione di un limite superiore al grado massimo[1] di 

un nodo qualunque all’interno dell’heap che finora abbiamo indicato con     .  

 

Lemma 1: Siano            i figli di un nodo x dati nell’ordine con cui sono stati 

collegati ad x, dal meno recente al più recente, sia ha che              e 

                           . 

 

Dimostrazione: Banalmente             , inoltre quando    è stato connesso ad 

x, questi aveva già              come figli. Quindi                      

   , ma il nodo    per rimanere figlio di x può al più aver perso un figlio, quindi 

              . 

 

Normalmente il k-esimo numero di Fibonacci viene definito per mezzo della 

seguente ricorrenza: 
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Il lemma seguente esprime    in un altro modo: 

 

Lemma 2:           
 
    

 

Dimostrazione: la dimostrazione procede per induzione su k. Per    : 

 

          
    
  
   

 

   

 

 

Assumiamo per ipotesi induttiva che           
   
   , allora 

 

            

          

   

   

 

      

 

   

 

 

dalla teoria di Fibonacci:         dove con   si intende la sezione aurea (  

        ) 

 

Lemma 3: Sia x un nodo di un heap di Fibonacci e sia            . Sia, inoltre, 

        il numero dei nodi, x compreso, contenuti nel sottoalbero radicato in x. 

Allora                . 

 

Dimostrazione: Sia   il più piccolo         fra tutti i nodi z tali che            . 

Banalmente               . Come per il Lemma 1, indichiamo i figli di x con 

           nell’ordine in cui sono stati collegati ad  x e otteniamo: 
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Resta ora da dimostrare per induzione su k che        . I casi base per     e 

    sono di immediata verifica. Con     prendiamo come ipotesi induttiva che 

        per             ottenendo: 

 

          

 

   

      

 

   

      

 

   

     

 

 

Abbiamo quindi dimostrato che:                    

 

Con il corollario seguente termina la dimostrazione relativa alla limitazione di grado 

massimo. 

 

Corollario 5: Il grado massimo      di un nodo in un heap di Fibonacci di n nodi è 

       . 

 

Dimostrazione: Sia x un nodo in un heap di Fibonacci composto da n nodi e sia 

           . Per il Lemma 3 possiamo dire che             . Utilizzando 

     si ottiene              cioè              . Il grado massimo di 

qualunque nodo in un heap di Fibonacci è dunque        . 

 

 

3.3.5 Riassunto dei costi e applicazione all’algoritmo di Dijkstra 

 

Il grado massimo      di un qualsiasi nodo in un heap di Fibonacci con n nodi è 

quindi        . La complessità ammortizzata delle diverse operazioni, è riassunta 

nell’elenco seguente: 

 Creazione dell’heap di Fibonacci:      
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 Inserimento di un nodo:      

 Ricerca del minimo:      

 Estrazione del minimo:         

 Unione di heaps:      

 Decremento di un valore:      

 Eliminazione di un nodo:         

 

Le funzioni di inserimento e decremento di una chiave hanno quindi costo 

costante     , Extract_Min(), invece, richiede un tempo         a causa della 

ristrutturazione dell’heap, e poich  vi sono     operazioni di questo tipo il tempo 

totale richiesto da Extract_Min() è         . Ogni vertice       viene inserito 

nell’insieme S esattamente una volta, e quindi ogni arco nella lista di adiacenza 

       viene esaminato nel ciclo for esattamente una volta nel corso dell’algoritmo. 

Poich  il numero totale di archi in tutte le liste di adiacenza è    , vi sono in totale 

    iterazioni di questo ciclo, ognuna delle quali richiede tempo     . 

Il tempo totale di esecuzione dell’algoritmo secondo questa implementazione è 

quindi             . 

 

 

3.4 Altre possibili implementazioni 

 

Quelle presentate non sono ovviamente le uniche implementazioni possibili, ne 

esistono molte altre in letteratura, basate su diverse strutture dati e con tempi di 

esecuzione differenti tra loro. Ai fini dell’algoritmo di Dijkstra è possibile utilizzare 

qualunque struttura dati che permetta l’inserimento, la cancellazione e la ricerca di 

un valore; più in generale, per calcolare la complessità nel caso pessimo si può 

utilizzare la formula qui riportata: 

 

                                                                

 

Nella tabella seguente sono confrontate le complessità delle operazioni delle più 

comuni strutture dati utilizzate: 
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Operazione 
Lista non 

ordinata 
2-3 Tree Heap 

Heap 

Binomiale 

Heap di 

Fibonacci 

Creazione                          

Inserimento 

di un nodo 
                                  

Ricerca del 

minimo 
                               

Estrazione 

del minimo 
                                     

Unione                             

Decremento 

di un valore 
                                  

Eliminazione 

di un nodo 
                                     

Figura 3.4: Tabella comparativa dei costi delle principali strutture dati 

 

 

3.5 Considerazioni sulla complessità utilizzando gli heap di Fibonacci 

 

E’ possibile dimostrare che la complessità raggiunta utilizzando la struttura dati 

heap di Fibonacci è come accennato la migliore raggiungibile per l’algoritmo di 

Dijkstra [15]. La dimostrazione avviene per riduzione dal problema dell’ordinamento 

di   numeri interi positivi, ma a tale scopo è necessario introdurre i concetti di 

modello ad albero di decisione [1] [11] e di riduzione tra problemi [15]. 

 

 

3.5.1 Modello ad albero di decisione 

 

Si può intuitivamente considerare che la coda di priorità utilizzata dall’algoritmo 

di Dijkstra, così come i più noti algoritmi di ordinamento quali Merge sort, Heapsort, 

Quicksort o Insertion sort, gestisce l’ordinamento semplicemente mediante confronti 

tra gli elementi di input. Questo tipo di algoritmi prendono il nome di ordinamenti 

per confronti e possono essere visti in modo astratto in termini di alberi di decisione. 
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Un albero di decisione illustra le diverse sequenze di confronti che un algoritmo 

potrebbe fare su istanze di dimensione  . Ogni nodo dell’albero rappresenta le 

posizioni degli elementi coinvolti nel confronto, e ogni cammino nell’albero descrive 

la sequenza di confronti ed il loro esito per una particolare esecuzione dell’algoritmo. 

Ogni nodo ha due figli, che rappresentano il comportamento dell’algoritmo in 

funzione dell’esito del confronto in quel nodo. 

Un possibile albero di decisione per     è quello mostrato in Figura 3.5. 

L’albero nell’esempio descrive un algoritmo il cui primo confronto è sempre tra 

l’oggetto in posizione 1 e l’oggetto in posizione 2 nella sequenza di oggetti da 

ordinare; per questo si usa la notazione    . Se l’oggetto in posizione 1 è minore 

oppure uguale all’oggetto in posizione 2, il successivo confronto avverrà tra 

l’oggetto in posizione 2 e quello il posizione 3 nella sequenza (   ). Se l’oggetto in 

posizione 2 è minore o uguale all’oggetto in posizione 3, la sequenza è già ordinata e 

si usa l’etichetta       per indicare la permutazione che, applicata alla sequenza di 

ingresso, la ordina in modo crescente. 

 

 

Figura 3.5: Esempio albero di decisione 

 

La lunghezza del cammino più lungo, di un albero di decisione, dalla radice ad 

una qualunque delle sue foglie, rappresenta il numero di confronti che l’algoritmo 

esegue nel caso peggiore, numero che corrisponde all’altezza dell’albero di 

decisione. Un limite inferiore sull’altezza degli alberi di decisione è un limite 

inferiore sul tempo di esecuzione di qualunque algoritmo di ordinamento per 

confronti. 
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Teorema 1: Qualunque albero di decisione che ordina   elementi ha altezza 

        . 

 

Dimostrazione: Si consideri un albero di decisione di altezza   che ordina   

elementi. Ogni foglia dell’albero di decisione rappresenta una soluzione del 

problema dell’ordinamento. Ogni possibile soluzione corrisponde a sua volta ad una 

permutazione degli   elementi da ordinare, e quindi l’albero di decisione contiene un 

numero di foglie pari almeno al numero di permutazioni distinte degli elementi da 

ordinare, ovvero    foglie. 

Poiché un albero binario di altezza   ha al piu    foglie, si ha 

 

       

 

da cui passando ai logaritmi 

 

        

 

poiché la funzione log è monotona crescente, dall’approssimazione di De Moivre 

Stirling
3
[1] si ha: 

       
 

 
 
 

 

 

dove   è il numero di Nepero
4
; da cui: 

 

       
 

 
 
 

            
         

 

 

                                                 
3 Approssimazione di De Moivre Stirling:         

 

 
 
 

 

4 Numero di Nepero: 2,71828182845904523536… 
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Questo dimostra che il numero di confronti necessari per ordinare   elementi 

è         , da cui segue la delimitazione inferiore al tempo di esecuzione di 

qualunque algoritmo di ordinamento per confronti. 

 

 

3.5.2 Riduzione tra problemi 

 

Siano   e    due problemi. Si supponga che un’istanza   del problema   possa 

essere risolta convertendo   in un’istanza    del problema   , allora una soluzione    

di    può essere convertita in una soluzione   di  . Se esiste un algoritmo per 

convertire   in    e    in  , allora si dice che   si riduce a    e si scrive        

(Figura 3.6). 

 

 

Figura 3.6: Schema riduzione tra problemi 

 

Teorema 2: Sia        e siano       la complessità nel caso peggiore dell’algoritmo 

che converte   in    e       la complessità nel caso peggiore dell’algoritmo che 

converte    in   dove   è la dimensione di  . 

1) Se       è la complessità di    nel caso peggiore, la complessità di   nel 

caso peggiore è                  . 

2) Se      è un limite inferiore per la complessità di  , allora            

      è un limite inferiore per la complessità di   .  

 

Dimostrazione: La prova del punto 1 è banale; per il punto 2 si procede per 

contraddizione: se esistesse un algoritmo per    di complessità inferiore a      

           , allora esisterebbe un algoritmo per   di complessità  inferiore a     , 

ma questo contraddice l’ipotesi che      è un limite inferiore alla complessità di  . 
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3.5.3 La complessità utilizzando gli heap di Fibonacci è ottima 

 

Introdotti i concetti di modello di albero decisionale e di riduzione tra problemi si  

può dimostrare che la complessità raggiunta utilizzando la struttura dati heap di 

Fibonacci è la migliore possibile per l’implementazione dell’algoritmo di Dijkstra. 

La dimostrazione avviene per riduzione dal problema dell’ordinamento di   numeri 

non negativi; definiamo quindi il seguente problema: 

 

Dato un grafo orientato e pesato         e un vertice      sia    il problema 

di determinare l’albero dei cammini minimi di   radicato in    e la sequenza dei 

vertici                 ordinati in ordine non-decrescente rispetto alla distanza 

da   .  

 

L’algoritmo di Dijkstra è ovviamente in grado di risolvere questo problema in 

quanto estrae i vertici dalla coda di priorità in ordine non-decrescente; per ottenere la 

sequenza dei vertici è sufficiente una banale modifica all’algoritmo in modo da 

stampare l’etichetta dei nodi al momento dell’estrazione dalla coda (Figura 3.7). 

 

 

 

 

Figura 3.7: Esempio di problema  ’ con sorgente      

 

Si consideri ora il problema di ordinare una sequenza              di   

numeri non negativi, tale problema può essere risolto per riduzione al problema    

precedentemente descritto. 

 

Dato un insieme di numeri da ordinare si consideri un’istanza    del problema    

dove ogni arco ha per peso l’ -esimo elemento della sequenza da ordinare, con 

     . La soluzione all’istanza del problema è un albero dei cammini minimi 
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con in più la sequenza dei vertici ordinati in ordine non-decrescente rispetto alla 

distanza dalla radice. Saltando il vertice    e sostituendo ogni vertice     con il 

rispettivo elemento     si ottiene la sequenza originale ordinata in ordine non-

decrescente. 

 

In Figura 3.8 è mostrato il procedimento di riduzione del problema 

dell’ordinamento di   numeri non negativi. 

 

 

Figura 3.8: Esempio ordinamento sequenza sfruttando una riduzione 

 

 

Dimostrato che          è una limitazione inferiore al tempo di esecuzione di 

qualunque algoritmo di ordinamento per confronti e che sotto l’ipotesi di utilizzare il 

modello ad albero di decisione, l’algoritmo di Dijkstra è riducibile al problema 

dell’ordinamento di   numeri interi positivi, per il Teorema 2 si ha che ogni 

problema di decisione    deve avere complessità         . A questo punto, poiché 

per garantire la correttezza di qualunque problema   , è necessario verificare tutti i 

nodi e tutti gli archi del grafo in tempo       , è possibile affermare che che 
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sotto l’ipotesi di utilizzare il modello ad albero di decisione, ogni algoritmo per il 

problema   , inclusa ogni implementazione dell’algoritmo di Dijkstra, è limitato 

inferiormente da           , che è esattamente la complessità raggiunta 

utilizzando la struttura dati heap di Fibonacci. 
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Capitolo 4  

Conclusioni 

 

Lo scopo di questa tesina è stato quello di presentare in maniera chiara ed 

esauriente il problema dei cammini minimi, scendendo nel dettaglio della definizione 

del problema e analizzando le principali tecniche algoritmiche presenti in letteratura.  

Il problema dello shortest-path è stato diviso tra cammini minimi a sorgente 

singola e cammini minimi tra tutte le coppie e per entrambe le categorie sono stati 

presentati e descritti i più noti algoritmi, ognuno accompagnato dal proprio pseudo-

codice e da immagini di esempio. Nel Capitolo 3 l’attenzione si è focalizzata sul noto 

algoritmo di Dijkstra presentando alcune varianti della sua implementazione alla 

ricerca di una struttura dati per la gestione della coda con priorità che ne ottimizzasse 

i tempi di esecuzione. L’analisi è stata condotta sull’utilizzo di una lista non 

ordinata, e più dettagliatamente sulle strutture dati heap binario e heap di Fibonacci, 

ponendo particolare cura nel descrivere i costi delle singole operazioni permesse 

sulle strutture. 

Quello dei cammini minimi è un problema ancora aperto e oggetto di interessanti 

studi condotti anche da grandi aziende per gli impieghi più disparati; tra questi si 

trovano le reti di telecomunicazioni, la navigazione satellitare e la pianificazione di 

itinerari. È un campo dell’informatica in cui si cimentano ricercatori di ogni tipo e 

per questo gode di una vastissima letteratura. 
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Appendice: Richiami di teoria dei grafi 

 

1. In un grafo non orientato         , l’insieme degli archi   è costituito da 

coppie non ordinate di vertici, piuttosto che da coppie ordinate; cioè, un arco è un 

insieme      , dove        e     . 

 

2. Un grafo orientato   è una coppia      , dove   è un insieme finito ed   è una 

relazione binaria su  . L’insieme   è chiamato l’insieme dei vertici (o insieme 

dei nodi) di   ed i suoi elementi sono detti vertici (o nodi). L’insieme   è 

chiamato l’insieme degli spigoli (o insieme degli archi) di   ed i suoi elementi 

sono detti spigoli (o archi). 

 

3. Se       è un arco di un grafo orientato, si dice che       esce dal vertice   ed è 

incidente o entra nel vertice  . Se       è un arco di un grafo non orientato, si 

dice che       è incidente sui vertici   e  . 

 

4. Se       è un arco di un grafo        , si dice che il vertice   è adiacente al 

vertice  . Quando il grafo è non orientato la relazione di adiacenza è simmetrica, 

mentre quando è orientato la relazione non è simmetrica. 

 

5. Se in un grafo ogni coppia di vertici è collegata con un cammino, il grafo si dice 

connesso se è non orientato, fortemente connesso altrimenti. 
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6. Un grafo non orientato e aciclico si definisce albero o foresta a seconda che sia 

connesso o no. 

 

7. Un albero radicato   è un albero che soddisfa le seguenti tre proprietà: 

a. C’è soltanto un vertice, detto radice, con nessun arco entrante. 

b. Ogni vertice, esclusa la radice, ha esattamente un arco entrante. 

c. Esiste un unico cammino dalla radice ad ogni vertice. 

 

8. Si consideri un vertice   di un albero radicato   con radice  ; qualunque vertice 

  sull’unico cammino da   a   è chiamato antenato di   e se   è antenato di  , 

allora   è un discendente di  . 

  

9. Il numero di figli di un vertice   in un albero radicato   è chiamato il grado di  ; 

se T non è radicato, il grado x è pari al numero di figli più uno (il padre); la 

lunghezza del cammino dalla radice   ad un vertice   è la profondità o livello di 

  in  ; la profondità più grande di un qualsiasi vertice in   è chiamata altezza di 

 ; 

 

10. Se       è un arco di un albero   e   si trova su un livello inferiore rispetto ad  , 

allora   è il padre di   e   è il figlio di  ; la radice è l’unico vertice in   che non 

ha un padre. Se due vertici hanno lo stesso padre, si dicono fratelli. Un vertice 

senza figli si dice foglia. Un vertice non foglia è un vertice interno. 

 

11. Un cammino di lunghezza   da un vertice   ad un vertice    in un grafo 

        è una sequenza                di vertici tale che      ,         e 

             per              . La lunghezza di un cammino è data dal 

numero dei suoi archi. Il cammino contiene i vertici              e gli archi 

       ,        , … ,         . Se    è un cammino   da   a   , si dice che    è 

raggiungibile da   tramite  . Un cammino si dice semplice se tutti i vertici sono 

distinti. 
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12. Un cammino                forma un ciclo se         ed il cammino contiene 

almeno un arco. Se la lunghezza del ciclo è 1, allora il ciclo è un cappio. Un 

ciclo è semplice se i vertici              sono distinti. Un grafo senza cicli è 

detto aciclico. 

 

13. Il costo di un cammino                  è la somma dei pesi degli archi che 

lo costituiscono:                 
 
    

 

14. Il costo di cammino minimo da   a   è definito come: 

        
                                                

            
  

 

15. Un cammino minimo dal vertice   al vertice   è definito come un qualunque 

cammino   con costo              . 
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