LOGICA MATEMATICA PER INFORMATICA

A.A. 10/11, DISPENSA N. 2

SOMMARIO. Assiomi dell’identita, modelli normali. Forma normale negativa, forma normale prenessa, forma
normale di Skolem.

1. L’IDENTITA

Esistono due approcci all’identita in logica del I ordine. Abbiamo scelto di trattare il simbolo = come un
simbolo speciale (logico) e abbiamo richiesto (nella definizione di soddisfazione) che venisse sempre interpre-
tato come la relazione di identita nel modello. In alternativa possiamo trattare I'identita come una relazione
binaria.

In questo caso dobbiamo cercare di assiomatizzarla. Il punto € che non e possibile formulare assiomi che
forzino l'interpretazione di un simbolo binario di relazione ad essere esattamente la relazione di identita.
Si possono pero formulare assiomi che forzino l'interpretazione di un simbolo ad essere una relazione di
equivalenze. Da ogni modello di questi assiomi si ottiene — quozientando rispetto a questa relazione di
equivalenza — un modello in cui la relazione viene interpretata come 'identita. Vediamo i dettagli.

Per un simbolo binario di relazione I chiamiamo Assiomi dell’ldentita per I gli enunciati seguenti.
(1) VaI(z,x).
(2) Vavy(I(z,y) — (F(z,x) — F(z,y))), per ogni formula F(x,z), dove F(z,y) & una formula
ottenuta da F(x,x) per sostituzione di alcune (non necessariamente tutte) le occorrenze di x
con y, e y ¢ libera per z in F(x,x).

Lemma 1.1 (Esercizio). Se T ¢ una teoria che implica gli Assiomi dell’Identita per un simbolo binario di
relazione I, allora per ogni termine t, s, r, valgono i sequenti punti.

(1) T E I(tt).

(2) T EI(t,s) — I(s,t).

B) TE1(t,s) = (I(s,r) = I(t,7)).

Corollario 1.2 (Esercizio). Sia 2 un modello di una teoria T che implica gli assiomi dell’identita per una
relazione binaria I. La relazione I* & una relazione di equivalenza su A.

Proposizione 1.3. Sia T una teoria che implica gli assiomi dell’identita per una relazione binaria I. Se T
ha un modello allora T ha un modello in cui I é interpretata come l'identita. Chiamiamo un tale modello
modello normale.

Dimostrazione. Sia 2 un modello di 7. Allora I* & una relazione di equivalenza sul dominio A. Per leggibilita
denotiamo questa relazione con E. Quozientiamo A rispetto a E. Poniamo

B ={lalg ac A},
dove con [a]g indichiamo la classe di equivalenza dell’elemento a. Definiamo 'interpretazione in 9B delle
costanti, relazioni e funzioni del linguaggio.
(Costanti) Poniamo c¥ uguale a [c}] 5.
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(Relazioni) (b1,...,bx) € R® se e solo se (ay,...,a;) € R¥, dove a; & un rappresentante della classe
di equivalenza b;. Per dimostrare che la definizione & ben posta (e che non dipende dalla scelta dei
rappresentanti) occorre osservare che, per ogni simbolo di relazione R,

k
T N @i y) — (R, oae) < Ry, u)
i=1
segue dal fatto che T implica gli Assiomi dell’Identita per I.
(Funzioni) f®(by,...,bx) ¢ definito come [f®(ai,...,ax)]r, dove a; & un rappresentante della classe
di equivalenza b;. Per dimostrare che la definizione ¢ ben posta (e che non dipende dalla scelta dei
rappresentanti) occorre osservare che, per ogni simbolo di funzione f,

k
T):/\xi:yi—>I(f(9617~-~7331c)af(y17~--,yk))

i=1

segue dal fatto che T implica gli assiomi dell’identita per I.

Dimostriamo che I & Iidentita su B. Vale (by,bs) € I se e solo se by & [a1]7, ba & [a2]; e (a1,a2) € E.
Ma allora la classe di equivalenza by coincide con la classe di equivalenza bs.

Dimostriamo che 9% & un modello di T'.

Sia o = (a;)ien un assegnamento in A. L’assegnamento induce un corrispondente assegnamento su B
ponendo @ := ([a;]g)ien. Se « associa a; a v;, @ associa [a;]g.

Cominciamo con il dimostrare che per ogni termine ¢, vale

[a(t)] e = alt).
Se t & v;, allora
la()]e = lailp = a(vy),

per definizione di @. Se t & una costante c;, qualunque sia « vale a(c;) = ¢ (per definizione di estensione di
un assegnamento ai termini non variabili). Se t & f(¢1,...,tx) allora

[a®)]e = [/ (altr), ..., a(tr))] 5.
Per ipotesi induttiva vale
[a(ti)]e = a(t:).
Per definizione di assegnamento, per definizione di f® e per quanto appena visto vale
a(f(tr,... tr)) = fR@(1),...,at) = [ (altr), . .., alty))] s
Dimostriamo ora che per ogni a su A e per ogni formula F,
A= Fla] se e solo se B = Flal.

La dimostrazione ¢ per induzione sulla struttura della formula F. Vediamo solo alcuni casi.
Se F ¢ R(t1,...,tx), allora 2 = Fa] se e solo se

(aft1),...,a(ty)) € R

Ma questo vale se e solo se

([at)E, - [a(t)]E) € RP.
Ossia se e solo se B = Fla.
Se F ¢ Y@, allora A |= F[a] se e solo se

Perogniac A AEG a(Z)}

che per ipotesi induttiva vale se e solo se

Perogniac A BE=G a( )1
a
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che equivale a

Per ogni [a]p € B B =G [a<[a1]}E)]

che equivale a B = VoG [a].
Da quanto dimostrato segue
AEF seesolose®B | F.

In particolare, 28 € un modello di T'. O

2. FORME NORMALI

2.1. Forma Normale Prenessa. Una formula e in forma normale prenessa se inizia con un prefisso di
quantificatori seguito da una formula senza quantificatori.

Usiamo le seguenti equivalenze logiche per dimostrare che ogni formula & logicamente equivalente a una
formula normale prenessa.

Jx(FVG)=3F VG
Va(F A G) =VaF A J2G

Se z non occorre in F,

Fv3zrG=3x(FVG), FAJ2G=3x(FAG)
FAV2G =Vax(FAG), FVVaxG=Va(FV Q)
—Jz-F =VzF
—Vz-F = z3F
Je3yF = JyFzF, VaVyF = VyVoF
Due osservazioni utili per la prossima dimostrazione.

Osservazione 2.1 (Sostituire sottoformule equivalenti). Se G ¢ una sottoformula di G e G ¢ equivalente a
G’ allora F ¢ equivalente alla formula ottenuta da F' sostituendo ogni occorrenza di G con G'.

Osservazione 2.2 (Rinominare variabili vincolate). Se y non appare in VaG, allora VyG(y) & equivalente a
VzG, dove G(y) indica la formula ottenuta da G sostituendo tutte le occorrenze di z con y.

Proposizione 2.3 (Forma Normale Prenessa). Per ogni formula F esiste una formula F' in forma normale
prenessa e logicamente equivalente a F. Esiste un algoritmo per ottenere F' da F.

Dimostrazione. Induzione sulla struttura della formula F'. Per le formule atomiche ¢ banale.

Sia F' di tipo =G. Sia G equivalente a Q121 ... Qnx,G’ con i Q; quantificatori e G’ senza quantificatori.
Allora

F=-Qiz1...Qur,G' =Q1x1...Q, x,~G,
dove Q; ¢V se Q; ¢ 3 e viceversa.

Sia F di tipo G A H. Sia G equivalente a Q171 ...Q,7,G" e H equivalente a Q191 ... QryrH' dove
possiamo assumere (per rinominazione di variabili) che le x e le y siano due a due distinte e diverse dalle
variabili libere in G e H. Allora

F=Qz1...QnznG' NQ1y1 .. QryeH' = Qi1 ... QunQiyr ... Qryn(G' AN H').

Sia F di tipo YuG. Sia G equivalente a Q121 ... Qpx,G’'. Possiamo assumere (rinominando le variabili)
che le variabili vincolate di Q127 ... Q,x, G’ sono diverse da v. Allora

F =YG =YvQ 21 ... Qnz,G .



4 A.A.10/11, DISPENSA N. 2

2.2. Forma Normale di Skolem. Una formula ¢ in forma normale di Skolem se & del tipo Vi ...Vz;G,
dove G & una formula senza quantificatori. Non e vero che ogni formula & logicamente equivalente a una
formula in forma normale di Skolem, ma vale qualcosa di piu debole: ad ogni enunciato S si puo associare
un enunciato S’ in forma normale di Skolem tale che S’ & scritto in un linguaggio che estende quello di .S con
simboli di funzione e costanti, S’ implica logicamente S e ogni modello di S si pud espandere ad un modello
di S’ aggiungendo interpretazioni per funzioni e costanti.
L’idea si spiega bene con un esempio. Consideriamo un enunciato S di forma

VaIyR(z,y).
Un enunciato di questo tipo esprime una dipendenza funzionale di y da z. In ogni modello 2 di questo
enunciato, vale che per ogni a € A esiste un a’ € A tale che R*(a,a’). In altre parole, nel modello &
definita implicitamente una funzione totale a — a’ dove a’ sta nella relazione R* con a. Sia ora f un nuovo
simbolo di funzione. Nel seguente enunciato S’ usiamo f per esplicitare la dipendenza funzionale implicita
in S.

VeR(x, f(x)).
Si vede chiaramente che da un modello che soddisfa S si puo passare a un modello (per il linguaggio esteso
con f) che soddisfa S’: interpretiamo f proprio con la funzione a — a’ definita implicitamente da S nel
suo modello. Si vede anche chiaramente che se una struttura (per il linguaggio esteso) soddisfa S’, allora
soddisfa anche S. Una tale struttura contiene esplicitamente una funzione per interpretare f.

Proposizione 2.4 (Forma Normale di Skolem). Per ogni enunciato S esiste enunciato S’ in forma normale
di Skolem tale che valgono i due punti sequenti.

(1) S’ & in un linguaggio che estende il linguaggio di E con nuovi simboli di funzione.
(2) S"ES.

(3) Ogni modello di E si pud estendere a un modello di E' aggiungendo nuove funzioni.

Dimostrazione. Sia
E=0Q1z1...Qix;G(xq,..., 1),
con G(z1,...,x¢) aperta. Dato che per ipotesi E & un enunciato, 1, ...,x; sono tutte e sole le variabili
libere in G.
Mostriamo un procedimento per eliminare i quantificatori esistenziali, uno per uno, partendo dall’esterno.
Sia Q) il quantificatore esistenziale piu esterno in E. Allora possiamo scrivere E come segue.

E=Vzy.. Vo132 Qrr1Tk11 - - - Qe E(x1, .o gy Tpg1, - -, Tt).
Sia f un simbolo di funzione a k—1 posti che non appare in E (se k = 1 allora f ¢ una costante). Eliminiamo
il quantificatore esistenziale Jx; usando il nuovo simbolo per esplicitare una dipendenza funzionale dalle
variabili f(z1,...,25_1).
E =Vo1.. . Vop_1Qrs1Tks1 - Qe E(x1, oy @1, f(T1, oy 1)y Thats - -5 Tt)-

Dimostriamo che E' = E. Sia % = E’. Allora per ogni ay,...,a,_1 in A, & definito f*(ay,...,ax_1) e

vale
A= Qre1Ths1 .- QuaeE(ay, ... ap—1, f (a1, ..., ax-1)).
Dunque
AEVry .. Ver 132, Qri1Tk41 - - - Qeee E(x1, .. 2, f(21, .., 2—1)),

dunque 2 = E.

Dimostriamo 'ultimo punto della Proposizione. Sia 2l = E. Sia f un simbolo di funzione a k — 1 posti e
non gia interpretato in 2. Definiamo
froAt S A
in modo che la struttura ottenuta da 2 aggiungendo U'interpretazione di f soddisfi E’. Per ipotesi abbiamo
che
A ): VCEl .. .vxkflaxk;@k+1xk+l . thtE({L‘l, ooy Ly L1y e - - ,LL‘t).
Dunque per ogni aq,...,ap_1 in A esiste un b in A tale che

AE Qri1Tp+1 .- Qe E(ar, . .. ak—1,b).
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Scegliamo un tale b e poniamo fm(al, ...,ai—1) =b. Allora per ogni ay,...,a,_1 vale

A ) E Qryr2rgr .- Qe E(ay, ..., ag_1,b).
Dunque
A, fA) EVey . Vo 1 Qei1rgr - - - Qe Bz, . ey, f(21, ..., 1))
Dunque (2, f%) = E'.



