TEOREMI DI ALGEBRA

Vettori

Disuguaglianza di Schwarz:
se A, B sono vettori, 

allora (A*B)2 ( (A*A)(B*B)

Disuguaglianza triangolare

se A, B sono vettori, 

allora ||A+B|| ( ||A|| + ||B||

Teorema 3



||xA|| = |x| *||A||

Basi

Teorema 1

se {v1, …, vn} sono generatori di V e {v1, …, vr} è un

sottoinsieme massimale di elementi linearmente indipendenti

allora {v1, …, vr} è una base dello spazio vettoriale V.

teorema 2



se V è uno spazio vettoriale su K,  {v1, …, vn} è una base di V






e w1, …, wm  sono elementi di w con n > m






allora
w1, …, wm sono linearmente indipendenti.

Teorema 3



se V è uno spazio vettoriale ed esistono 2 basi di V, una 

costituita da n elementi e l’altra costituita da m elementi,

allora m = n

teorema 4



se {v1, …, vn} è un insieme massimale di elementi linearmente 

indipendenti dello spazio vettoriale V,

allora {v1, …, vn} è una base di V.

teorema 5



se V è uno spazio vettoriale di dimensione n, v1, …, vn sono 

elementi linearmente indipendenti di V  

allora v1, …, vn sono una base di V.

corollario



se V e W sono spazi vettoriali e dimW = dimV,






allora W = V

teorema 6



se V è uno spazio vettoriale con una base di n elementi, W è un 

sottospazio di V diverso da 0,

allora W ha una base con dimensione ( n.

teorema 7



se V è uno spazio vettoriale di dimensione n, v1, …, vr sono 

elementi linearmente indipendenti di V,

allora V contiene degli elementi vr+1, …, vn  in modo che 

{v1, …, vn} sia una base di V.

teorema 8



se V è uno spazio vettoriale sul corpo K, U e W sono 

sottospazi di V,  U + W = V, U ( W = {0}

allora V è somma diretta di U e  W.

Teorema 9



se V è uno spazio vettoriale di dim. Finita su K, W è un suo

Sottospazio,

allora esiste in V un sottaspazio U tale che V sia somma diretta di W e U.

Teorema 10



se V è uno spazio vettoriale di dim. Finita su k, V è somma 

diretta dei sottospazi U, W,

allora  dimV = dimU + dimW.

Matrici

Teorema 1
se abbiamo un sistema omogeneo di m equazioni lineari, con i coefficienti che appartengono al corpo K, e con  n>m,


allora il sistema possiede soluzioni non banali in K. 

Teorema 2
se abbiamo un sistema lineare di m equazioni in n incognite, con m = n e con i vettori A1 … An formati dai coefficienti che sono linearmente indipendenti,

Allora il sistema ha in K un’unica soluzione.

Teorema 3
se abbiamo 3 matrici A, B, C; con le quali sia possibile svolgere A*B, A*C e B+C,

Allora è possibile svolgere A*(B+C) e si ha: 

A(B+C) = AB +AC.

Teorema 4
se abbiamo 3 matrici A, B, C; con le quali sia possibile svolgere A*B e  B*C,

allora è possibile svolgere anche A*(B*C) ed anche (A*B)*C






e si ha:
 (AB)C = A(BC).

Teorema 5



se  Le matrici A, B possono essere moltiplicate,

allora le matrici trasposte tA e tB possono essere moltiplicare e

si ha: t(AB) = tA * tB

Applicazioni lineari

Teorema 1
se abbiamo 2 spazi vettoriali V, W sul corpo K, abbiamo {v1, …, vn} base di V, w1, …, wn elementi arbitrari di w ed infine abbiamo x1, …, xn  scalari qualsiasi


Allora esiste un’unica applicazione lineare T: V ( W tale che le funzioni coordinate T(v1) ... T(vn) siano uguali a w1, …, wn. Inoltre T(x1v1 + ... + xnvn) = x1w1 + ... + xnwn.

Teorema 2
se abbiamo un’applicazione lineare F: V ( W il cui nucleo è {0} e v1, …, vn sono elementi linearmente indipendenti di V


Allora F(v1) ... F(vn) sono elementi linearmente indipendenti di W.

Teorema 3
se V è uno spazio vettoriale di dimensione finita, L un’applicazione lineare L: V ( W, n la dimensione di V, q la dimensione del nucleo di L e s la dimensione dell’immagine di L, 


allora n = q + s

Corollario
se L: V ( W è un’applicazione lineare con dim V = dim W e il nucleo di L è {0}


Allora l’immagine di L è l’intero spazio W.

Teorema 4
se F: V ( W è un’applicazione lineare sia iniettiva che surgettiva,


allora F è un’applicazione invertibile.

Corollario
se F: V ( W è un’applicazione lineare tra spazi vettoriali finiti di uguale dimensione ed il nucleo di F è {0},


allora F è un isomorfismo.

Teorema 5
se U, V, W sono spazi vettoriali su K, ed abbiamo 2 applicazioni lineari F: U ( V e G: V ( W,


allora l’applicazione lineare G(F è anch’essa lineare.

Teorema 6
se U, V, W sono spazi vettoriali su K, ed abbiamo 3 un’applicazioni lineari F: U ( V, G: V ( W ed H: V ( W, 


allora 1)
(G +H) ( F = G ( F + H ( F


          2)
se c ( K,
(cG) ( F = c(G ( F)

3) se T : U ( V è un’applicazione lineare:

G ( ( F + T) = G ( F + G ( T

Applicazioni lineari e matrici

Teorema 1
se abbiamo una matrice A di dimensioni m x n, i vettori riga della matrice A1, ... , Am,   un’applicazione lineare La: V ( W che dipende da A e dalle basi scelte in V e W e definita nel modo seguente:


La(v) = (A1*X)w1 + ... + (Am*X)wm


Dove X è il vettore delle coordinate rispetto alla base fissata di un qualsiasi elemento v ( V,


allora l’applicazione La è lineare.

Teorema 2
se prese 2 matrici A, B di dimensione m x n, V, W 2 spazi vettoriali e fissate 2 basi su V e W, abbiamo che le matrici danno luogo alla stessa applicazione lineare La = Lb,


allora A = B.

Teorema 3
se abbiamo V, W spazi vettoriali con le loro rispettive basi {v1, ... vn} e {w1, ... wm} e 2 matrici A, B m x n con le applicazioni lineari da V a W relative alle basi scelte La e Lb,


allora per ogni v ( V, per ogni numero c abbiamo:


La + b(v) = La(v) + Lb(v),
Lca(v) = c La(v).

Teorema 4
se abbiamo due spazi vettoriali V, W con due  rispettive basi associate B, B1 e due applicazioni lineari f, g di V in W,


allora si ha che per le matrici associate relativamente alle basi prese in consderazione:
M(f + g) = M(f) + M(g)


inoltre se c è un numero:
M(cf) = cM(f)

Teorema 5
se abbiamo 3 spazi vettoriali V, W, U con delle loro rispettive basi B, B1, B2 e prendiamo 2 applicazioni lineari F: V ( W e G: W ( U,


allora Mb1b2(G)* Mbb1(F) = Mbb1(G(F), in pratica: relitivamente alla scelta delle basi, la composizione di applicazione corrisponde alla moltiplicazione tra matrici.

Corollario
se abbiamo uno spazio vettoriale V con B, B2 delle sue basi,

allora Mbb1(id)* Mb1b(id) = I = Mbb1(id)* Mb1b(id), e in particolare Mb1b(id) è invertibile.

Teorema 6
se abbiamo un’applicazione lineare F: V ( V e 2 basi dello spazio V B, B1,


allora esiste una matrice invertibile N tale che:


 

Mb1b1(F) = N-1*Mbb(F)*N






Infatti basta assumere N = Mb1b(id).

Teorema 7
siano V uno spazio vettoriale di dimensione finita su K, F: V ( V un’applicazione lineare, M la matrice ad essa associata relativamente alla base B.

allora

F (o M) può essere diagonalizzata in K

Se e solo se 
esiste una matrice invertbile N in K tale che 

N-1*M*N sia una matrice diagonale.

Teorema 8
se abbiamo V, W spazi vettoriali su K, un’applicazione linerare F:V( W e B, B1 basi rispettivamente di V e W; denotato con Mb(v) il vettore colonna delle coordinate di v rispetto alla base B,


allora 
Mb1(F(v)) = Mbb1(F)* Mb(v).
Corollario
se abbiamo uno spazio vettoriale V, con due sue basi B, B1 ed inoltre v ( V,


allora Mb1(v) = Mbb1(id)Mb(v).

Determinanti

Teorema 1
se abbiamo una matrice A di dimensioni n x n nel corpo K,


allora possiamo associare un elemento di K chiamato determinante, che viene denotato con D(A) oppure D(A1, …, An) se A1, …, An sono le sue colonne, in modo che le seguenti proprietà siano soddisfatte:

1) il det., come funzione di ogni vettore colonna, è lienare: 

se la colonna Aj è somma di due vettori colonne C, C1, allora D(A1, …,  C + C1, …,  An) = D(A1, …,  C, …, An) + D(A1, …, C1, …,  An).

2) se due colonne contigue sono uguali, Aj = Aj+1, per qualche valore di j compreso tra 1 e n-1

allora il determinante D(A) è nullo.






3)   se abbiamo una matrice unità I,

      allora D(I) = 1.

4)   se le colonne j e j+1 vengono scambiate,

      allora il determinante cambia di segno.

5)   se due colonne Aj, Ai della matrice A sono uguali e j(i,


      allora il determinate di A è uguale a zero.

6) se si addiziona ad una colonna un multiplo scalare di

un’altra,

allora il valore del determinante non cambia.

Regola di Cramer
se abbiamo dei vettori colonna in Kn A1, …, An tali che D(A1, …, An) ( 0 e un vettore colonna B in Kn tale che x1A1 + … + xnAn = B, con x1, …, xn elementi di K,


allora per ogni j = 1, …, n abbiamo che:




xj = D(A1, …,  B, …,  An)



  

 D(A1, …, An)


Dove B occupa la j-esima colonna invece di Aj.

Teorema 3
se dati A1, …, An vettori colonna di dimensione n essi risultano linearmente dipendenti,


allora D(A1, …, An) = 0

se  D(A1, …, An) ( 0

allora A1, …, An sono linearmente indipendenti.

Corollario 
se dati in Kn dei vettori colonna  A1, …, An tali che D(A1, …, An) ( 0 e un vettore colonna B, 


allora esiston o in K n elementi x1, …, xn tali che x1A1 + … + xnAn = B.

Teorema 4
i determinanti si possono sviluppare secondo righe oppure secondo colonne. Per ogni colonna Aj della matrice A = (aij), abbiamo che:


            D(A) = (-1)1+j a1jD(A1j) + ... + (-1)n+j anjD(Anj).

Proposizione 1
se abbiamo un insieme di interi Jn, 
allora ogni permutazione dell’insieme Jn può essere espressa come prodotto di trasposizioni.

Proposizione 2
è possibile associare ad ogni permutazione ( dell’insieme Jn un numero (((), che può assume 2 valori: o 1 oppure –1. Questo numero viene associato ripsettando le seguenti regole:

1) Se ( è una trasposizione, allora ((() = -1.

2) Se ( e (1 sono permutazioni di Jn, 

allora ((((1) = ((()(((1).

Corollario 1
se esprimiamo una permutazione ( dell’insieme Jn come prodotto di trasposizioni: ( = t1*...*ts,


allora il numero s è pari ((() = 1, altrimenti è dispari se ((() = -1.

Corollario 2
se ( è una permutazione dell’insieme Jn,


allora ((() = (((-1)

Teorema 5
i determinanti sono univocamente determinati dalle proprietà 1, 2, 3 dei determinanti (vedi teorema 1) qui di seguito ripetute:

1) il det., come funzione di ogni vettore colonna, è lienare: 

se la colonna Aj è somma di due vettori colonne C, C1, allora D(A1, …,  C + C1, …,  An) = D(A1, …,  C, …, An) + D(A1, …, C1, …,  An).

2) se due colonne contigue sono uguali, Aj = Aj+1, per qualche valore di j compreso tra 1 e n-1

allora il determinante D(A) è nullo.






3)   se abbiamo una matrice unità I,

      allora D(I) = 1.


Il determinanteD(A1, ..., An) può essere espresso come la sommatoria di ((()a((1), 1 ...a((n),n, estesa a tutte le permutazioni dell’insieme di interi {1, ..., n}.

Teorema 6
se abbiamo una matrice quadrata A,


allora det(A) = det(tA)

Teorema 7
se A, B sono due matrici quadrate della stessa dimensione,


allora det(AB) = det(A)det(B).

Corollario 1
se A è una matrice quadrata invertibile,


allora det(A-1) = det(A)-1
Corollario 2                                      se abbiamo X1, ..., Xn vettori colonna di Kn, e una matrice A in

K di dimensioni n x n,

allora det(AX1, ..., AXn) = det(A) det(X1, ..., Xn)

Teorema 8



se A =(aij) è una matrice n x n e D(A) non è nullo,






allora A è invertibile.






Se Ej è il j-esimo vettore unità colonna e 

bij = D(A1, ..., Ej, ... , An)

        D(A)

Allora la matrice B = (bij) è l’inversa di A.

Polinomi e matrici

Teorema 1




Se abbiamo 2 polinomi f, g tali che:
 ( t ( K f(t) = g(t) e possiamo scriverli come: f(t) = antn + ... + a0, g(t) = bntn + ... + b0,
allora ( i:
ai = bi.

Teorema 2



se abbiamo 2 polinomi f, g con coefficienti nel corpo K,






allora deg(fg) = deg f + deg g.

Teorema 3



se f è un polinomio con coefficienti complessi 

