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GRANDEZZE FISICHE:
Sono le grandezze in base alle quali descriviamo i fenomeni fisici;
per esempio la velocita’, la temperatura, la pressione, il potenziale
elettrico, la resistenza elettrica, la forza, etc. etc. etc. Esse si
dividono in

FONDAMENTALI: sono il minimo numero di grandezze nec-
essarie per descrivere i fenomeni a noi noti.

DERIVATE: tutte le altre, che si possono scrivere in funzione
delle precedenti.

Per misurare le grandezze fisiche e’ necessario definire le unita’
di misura. Nel 1971, nella 14% Conferenza Generale dei Pesi e
delle Misure, sono state selezionate 7 grandezze fondamentali del
SISTEMA INTERNAZIONALE di UNITA’ (SI). Tra
queste, la lunghezza, la massa e il tempo sono quelle che uti-
lizzeremo nella prima parte di questo corso. Nel SI le unita’ di
misura ordinarie per queste grandezze sono

metro (m), kilogrammo (kg) e secondo (s)

I campioni delle unita’ di misura devono essere, per quanto possi-
bile, invariabili ed accessibili. Per questo nell’Ufficio Internazionale
dei Pesi e Misure di Parigi ne sono stati depositati i campioni. Ve-
diamo come sono state definite le unita’ di misura fondamentali
per queste grandezze.



Lunghezza. Il metro e definito, storicamente, come la dec-
imillionesima parte della distanza tra polo ed equatore lungo la
linea meridiana passante per Parigi (questa definizione risale alla
rivoluzione francese, 1792). Il campione di lunghezza e’ una sbarra
di platino iridio (materiale poco deformabile), tenuta a 0°C in
modo che non subisca dilatazioni o contrazioni per effetto termico,
e sostenuta meccanicamente in maniera che non subisca defor-
mazioni elastiche. Piu’ di recente e’ sorta la necessita’ di avere
un’unita’ di lunghezza molto piu’ precisa; infatti oggi siamo in
grado di misurare distanze estremamente piccole. Si e’ pertanto
definito il metro come un numero di lunghezze d’onda pari a
1.650.763,73

della luce color rosso arancio emessa dalla scarica in un tubo a gas
rarefatto di Cripton-86. (Il numero deriva dal fatto che si voleva
far coincidere il piu’ possibile la nuova unita’ con la vecchia)

Ma non e’ ancora finita: nel 1983 per avere un campione
ancora piu’ preciso si e’ arrivati alla seguente definizione

il metro e’ la distanza che la luce percorre nel vuoto in un in-
tervallo di tempo pari a 1/299.792.458 secondi.

Massa. L'unita’ di massa e’ definita come un cilindro di platino
iridio, cui viene convenzionalmente attribuito il valore di 1 kg.
Anch’esso e’ conservato con modalita’ analoghe al campione di
lunghezza nel Museo dei Pesi e delle Misure di Parigi.



Tempo. Qualsiasi fenomeno periodico puo’ essere usato per definire
un’unita’ di misura del tempo: ad esempio le oscillazioni sincrone
di un pendolo o di un cristallo di quarzo, le vibrazioni periodiche
degli atomi, o anche il ripetersi periodico dei giorni. Se per es-
empio scegliamo come unita’ di tempo la durata di un’oscillazione
completa di un pendolo, la misura della durata temporale di un
fenomeno qualsiasi consistera’ nel contare quante oscillazioni fa il
pendolo mentre il fenomeno si verifica.
Convenzionalmente il secondo viene definito come

1

s = ——— giorno solare medio
86400

Nel 1967 la 13* Conferenza Generale dei Pesi e delle Misure ha
definito una nuova unita’ di tempo molto piu’ stabile (il giorno
solare e’ soggetto a moltissime variazioni nel tempo):

un secondo e’ il tempo necessario alla luce, di una specifica
lunghezza d’onda, emessa dal Cesio 133 per effettuare
9.191.631.770 oscillaziona.



ATTENZIONE

Le unita’ di misura vanno scelte in maniera opportuna a seconda
di quali grandezze si vogliono misurare. Per esempio se dobbiamo
misurare distanze astronomiche (il diametro della nostra Galas-
sia e~ 10! em) o grandezze atomiche (il raggio di un nucleo
atomico € 7 ~ 2.8 - 1071 ¢m) non sara’ sensato usare il metro.
Potremo scegliere rispettivamente, ad esempio,
I’anno-luce(distanza che la luce percorre in un anno)= 9.46 -
107 em, e
I’angstrom=10"% cm
Analogamente, se vogliamo misurare le masse delle stelle useremo
come unita’ di misura la massa del sole
Mg =1.989 - 10% kg
ma per masse degli atomi useremo la dodicesima parte della massa
dell’atomo di un isotopo del carbonio
20 =12 u, dove  1u=1.66-10"% kg
Cosi’ ad esempio, la massa della stella 7-Bootis e’ 1.37 M, men-
tre quella dell’atomo di sodio €’ 22.99 wu.

GRANDEZZE SCALARI E VETTORIALI
Una grandezza scalare e’ definita solamente da un numero.
ESEMPI: temperatura, densita’, resistenza, etc. Una grandezza
vettoriale e’ definita da modulo (o intensita’), direzione e verso.
ESEMPI: velocita’, accelerazione, campo elettrico, campo gravi-
tazionale, etc.



VETTORI

Un vettore e’ una grandezza geometrica definita da modulo, di-
rezione e verso.
MODULO-= lunghezza del segmento che rappresenta il vettore.
Convenzionalmente il modulo del vettore a si indica con a, op-
pure con |a|
DIREZIONE= retta cui il segmento appartiene
VERSO-= orientazione del segmento sulla retta
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NOTA BENE: i vettori indicati come d@ sono in realta’ lo
stesso vettore, perche’ hanno lo stesso modulo (il segmento che
li rappresenta ha uguale lunghezza), la stessa direzione (le rette cui
appartengono sono parallele) e lo stesso verso. Invece il vettore b
e’ diverso. ALTRA COSA IMPORTANTE: dato un vettore
a, ne posso definire infiniti altri uguali trasportando il vettore a
parallelamente a se stesso nel modo seguente: a partire da un
punto qualsiasi traccio una retta parallela alla direzione di a e
riporto su questa un segmento che e’ lungo quanto a ed ha la
stessa orientazione.

DEFINIZIONE: Si definisce VERSORE un vettore di lunghezza,

unitaria. In pratica un versore serve a individuare una direzione.



Componenti di un vettore
Sia dato un riferimento di assi cartesiani, che supponiamo, per
semplicita’, bidimensionale {z, y}. Sia @ un vettore qualsiasi, che
supponiamo di aver trasportato parallelamente in modo tale che il
suo punto di applicazione coincida con l'origine del riferimento
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Tracciando le perpendicolari dall’estremo di @ agli assi coordinati,
otteniamo due quantita’ a, e a, che chiameremo componenti
del vettore rispetto al riferimento scelto.
E’ facile verificare che, se 6 e’ I'angolo che il vettore forma con
I’asse x
a; = acosb, e a, = asind,

per cui si avra’ anche che

tanf = =X,

X

Note a, e a,, possiamo ricavare il modulo del vettore come

— 42 2
a =/az + ay

Le definizioni appena date si generalizzano immediatamente al caso

segue

in cui il vettore @ sia definito nello spazio tridimensionale, invece
che su un piano. In quasto caso fisseremo un riferimento di tre assi
cartesiani {x, y, z} e, chiamando a, la componente di @ lungo
’asse z, si avra’

— 2 2 2
a—\/a$+ay+az



OPERAZIONI TRA VETTORI
moltiplicazione per uno scalare
se moltiplico il vettore @ per uno scalare (cioe’ un numero) k,
ottengo un nuovo vettore b

b—=kd

che ha la stessa direzione di @, modulo pari a k volte quello di @
e verso uguale o opposto a seconda che k sia positivo o negativo.
somma di vettori: regola del parallelogramma

Per sommare due vettori a e 5, li sposto parallelamente a
se stessi fino a che hanno lo stesso punto di applicazione, come
indicato in figura
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quindi traccio la diagonale del parallelogramma costruito su a e
b. 1l vettore somma, ¢, e’ il segmento diagonale orientato, che va
dal punto di applicazione al vertice opposto del parallelogramma.

A
F—= —>
\C=g+b

*




La regola del parallelogramma, e’ intuitiva se pensiamo che un vet-
tore puo’ rappresentare, per esempio, una forza. Supponiamo che
una nave sia tirata da due rimorchiatori che esercitano su di essa
le forze fl e ]?2 come in figura.

rimorchiatore

rimorchiatore

La nave si muove nella direzione di F' che e’ la somma delle due
forze applicate.  Se due vettori @ e b sono paralleli, la loro
somma ¢ €’ un vettore che ha la stessa direzione, e per modulo

la somma dei moduli
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differenza di vettori: ancora la regola del parallelo-
gramma Fare la differenza tra il vettore a e il vettore b e
equivalente a fare la somma tra a e —b. Bastera’ quindi invertire
ilversodi b e applicare la regola del parallelogramma

%
a-b
e ~~ . a+ b
— b -~
- E- ““-:

o, equivalentemente, considerare l'altra diagonale del parallelo-
gramma costruito su @ e b come indicato in figura



Utilizzando le operazioni definite prima, e cioe’ la moltiplicazione
per uno scalare e la regola del parallelogramma, possiamo dimostrare
che un qualsiasi vettore si puo’ scomporre nella somma di vettori
diretti lungo gli assi coordinati. Vediamo come. Siano i e j i
versori degli assi coordinati, detti anche versori di base.
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Ricordiamo che le componenti del vettore @ sono a, e a,.
Se ora moltiplico il versore ¢ per a, eil versore j per a,
ottengo due vettori

ay = Qgl, e Ay = GyJ.
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Si vede immediatamente che, per la regola del parallelogramma, il
vettore a e’ lasommadi a; e ay, cioe’

d=dy+d, o anche @ = a,i+ a,j,

Le definizioni date si generalizzano immediatamente al caso in cui
il vettore a e’ definito nello spazio tridimensionale. Chiamando

A

k 1l versore dell’asse z si avra’

a = a;i + ayj + ask,



Abbiamo visto che i vettori si sommano (o sottraggono) con la
regola del parallelogramma, ma puo’ essere molto scomodo eseguire
questa operazione praticamente, specialmente nello spazio a tre
dimensioni. Se pero’ conosciamo le componenti dei singoli vettori,
fare la somma e’ molto semplice. Infatti se

a = azt + ayj + ak

b= byt +byj + b,k
allora
a+b
= Gyl 4 ay] + a.k 4 byt +byj + bk
= (az + bx)% + (a’y + by)j + (a; + bz)ka

oy
|

quindi il vettore somma avra’ le seguenti componenti
cy = a; + by, cy = ay + by, c,=a,+b,,

e modulo pari a

c= \/(ax + b;)? + (ay + by)? + (a, + b,)2.



Si definiscono due tipi di prodotto tra due vettori: prodotto
scalare e prodotto vettoriale. Il prodotto scalare da’ come
risultato un numero, il prodotto vettoriale da’ come risultato un
vettore.

PRODOTTO SCALARE 3&-b
Il prodotto scalare tra due vettori e’ pari al prodotto dei moduli
per il coseno dell’angolo compreso tra le loro direzioni
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3-b=abcosf

IMPORTANTE
Se 1 due vettori sono ORTOGONALI 6 = 90° e il prodotto

scalare e’ zero
a-b=0.

Se i due vettori sono PARALLELI 6 = 0° eil prodotto scalare
e’ massimo, e pari al prodotto dei moduli

a-b=ab.



PROPRIETA’ DEL PRODOTTO SCALARE
Il prodotto scalare gode della proprieta’ distributiva

—
-

(@+b)-¢=a-c+b-¢
e della proprieta’ commutativa

a-b=>b-a.

Siccome 1 vettori @ e b si possono scrivere come combinazione
dei versori di base

ad=a,i+ ayj + azlz: e b— b,i + byj + bzl%,

applicando la proprieta’ distributiva del prodotto scalare, troviamo

—

b = (agi+ay) + ak) - (byi +byj + bk)
— Gyl - byl + agt - byJ + agi - bk

+ ayj - byi+ayj by + ay,j - bk

+ azl% : bx% + az/Ac - bgﬁ + az,io : bzl;:

= axbx +ayby +a,b,

)

Nell’'ottenere il risultato precedente abbiamo sfruttato il fatto che
i versori sono ortogonali tra loro, quindi per es. ;- 3 =0, e
che, siccome hanno modulo unitario, %-¢ = j-j = k-k=1.
RIASSUMENDO, il prodotto scalare si calcola cosi’: se conosciamo
il modulo dei due vettori e 'angolo tra di essi

&-b=abcosl (1)

se invece conosciamo le componenti dei due vettori facciamo la
somma dei prodotti delle componenti corrispondenti

—

a-b = asby +ayb, +a,b, (2)

La (1) e la (2) sono del tutto equivalenti.



PRODOTTO VETTORIALE 3ixb

Il risultato del prodotto vettoriale tra a e b ¢ un vettore
che ha direzione ortogonale al piano individuato da a e
modulo pari a

c
b,
¢ =absinb,

dove 6 €’ I'angolo compreso tra a e b.
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Il verso di ¢ si puo’ trovare in diversi modi che elenchiamo qui
sotto

e il verso di ¢ coincide con quello dell’asse z di una terna
cartesiana orientata, in cui il piano x-y coincide con quello
individuato da a e b.

e il verso di ¢ si puo’ trovare con la regola della mano destra:
facciamo coincidere 'indice della mano destra con a e il
medio con b; ¢ sara’ diretto come il pollice.

e regola della vite: il vettore ¢ €’ diretto nel verso in cui si
avvita una vite che vede il vettore a ruotare sul vettore b.



IMPORTANTE

Se i due vettori sono PARALLELI 6 = 0° e il prodotto
vettoriale @ X b= absinf e’ zero

axb=0.

Se i due vettori sono ORTOGONALI 6 = 90° e il prodotto
vettoriale €’ massimo e pari al prodotto dei moduli

g x b= ab.

Infine, se sono note le componenti di @ e b, le componenti
del vettore ¢ si trovano calcolando il seguente ” determinante”

[ ioj k|
c= |a, a, a,| =
| b by b, |

A A

— '(aybz — azby) — ](axbz — asz) + l;’(axby — azybx>-

IMPORTANTE
Il prodotto vettoriale > ANTICOMMUTATIVO, cioe’

axb=—-bxd.



COME DESCRIVIAMO IL MOTO DEI CORPI.
Innanzi tutto MOTO RISPETTO A CHE COSA? Dob-
biamo fissare un sistema di riferimento. Consideriamo per in-
iziare il caso semplice di moto a una sola dimensione. ESEMPIO:
un’automobile che si muove su una strada rettilinea. Per definire la
posizione dell’automobile dovro’ ovviamente aver fissato un’origine
e un’unita’ di misura della lunghezza.
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L’auto e’ un corpo esteso, per definirne la posizione dovrei specifi-
care quella del cofano, delle ruote, e di qualsiasi altra parte. Dato
che voglio considerarne il moto nel suo insieme, ricorro a una sem-
plificazione:

assumo che I'auto sia un PUNTO MATERIALE, cui assegno,
a ogni istante di tempo, la posizione.

IMPORTANTE: se voglio studiare il moto dei corpi, non basta
un riferimento spaziale, mi serve anche un riferimento temporale,
cioe’ devo fissare un’origine per il tempo e un’unita’ di misura.

Le tre grandezze fisiche che descrivono il moto di un punto ma-
teriale sono la posizione, la velocita’ e ’accelerazione
rispetto al riferimento scelto.

Queste tre grandezze sono rappresentate da vettori, quindi in gen-
erale sono grandezze vettoriali, pero’ se il moto avviene in una sola
dimensione, come stiamo inizialmente supponendo, la direzione e’
fissata, e quindi per descriverle basta un numero, il cui segno ci
dira’ in che verso si sta andando. Questo lo capiremo meglio in
seguito. Diamo ora le definizioni dei concetti piu’ semplici.



Supponiamo che un’auto si muova lungo una strada rettilinea e che
la sua posizione s sia tabulata in funzione del tempo t

[
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t in secondi |0 | 10|30 |40 |60
s in metri |0]50]60[90]|50

Ci chiediamo: quand’e’ che ’auto e’ andata piu’ veloce? Per rispon-
dere alla domanda dobbiamo calcolare la velocita’ media

s(t+At) —s(t) _ As

vV =
At At’

intervallo di tempo |0-10 | 10-30 | 30-40 | 40-60

Vv in metri/secondo | 5 | 0.5 3 -2
NOTARE CHE
° La maggiore velocita’ media viene raggiunta nell’intervallo di tempo
che va da 0 a 10 secondi
o Nell’ultimo intervallo (da 40 a 60 secondi) la velocita’ media cambia

segno, cioe’ 'automobile torna indietro, come si vede anche dalla tabella
della posizione.

In un dato intervallo At il punto puo’ essere andato piu’ o meno
veloce. Per sapere qual €’ la velocita’ istantanea dobbiamo
rendere piccolissimo At

L s(t+AL) —s(t) _ ds
V= m T A =

quindi la velocita’ istantanea e’ la derivata dello spazio rispetto

al tempo.



DIMENSIONI DELLA VELOCITA’

Le dimensioni di una grandezza fisica si esprimono in funzione
delle grandezze fondamentali e si possono ricavare a partire dalla
sua definizione. Per ora ci occorrono solo lunghezza, tempo e

massa
ds

V= % ,
quindi

ds] — 1t

-

Le parentesi quadre indicano che stiamo calcolando le dimensioni

Y

della grandezza inclusa, cioe’ la stiamo esprimendo in funzione delle
grandezze fondamentali 1, t, m.

La velocita’ ha le dimensioni di una lunghezza per un
tempo alla meno uno, [t}

UNITA’ DI MISURA
Le unita’ di misura si ricavano corrispondentemente. Siccome
I'unita’ di lunghezza e’ il metro m, e 'unita’ di tempo e’ il sec-
ondo s, I'unita’ di misura della velocita’ sara’

ms_l.



Spesso si usa esprimere la velocita’ in chilometri all’ora. Il passag-
gio tra le due unita’ di misura si fa cosi’.

1 km=10>m — 1m=10"3km
1
1 h=23600 s — ls=——~h
3600
quindi
1073 k
1 o2 " _86km/h — 1 =3.6km/h
S mh S

Per esempio

30 m/s =30-3.6 km/h =108 km/h.

Analogamente
Em  10°m 1 s o 1 km 1 /s
h 3600 s 3.6 h 3.6
quindi, per esempio,
20

20 km/h = 26 m/s =5.6 m/s.



Grafichiamo ora la posizione del punto materiale in funzione del

tempo
S
A tins |0]10] 30 40|60
100} cC sinm |0]50]| 60 |00 |50

s v in m/s 5|05 3 |-2
- B/

0 20 40 510, >t

Si vede che i segmenti di cui ¢’ composta la curva s(t) hanno una
pendenza maggiore nel tratto OA in cui la velocita’ media e’ mag-
giore, e ha pendenza negativa nel tratto CD in cui la velocita’
media e’ negativa e il punto materiale torna indietro.

Finora abbiamo individuato la posizione del punto materiale at-
traverso una tabella. Tuttavia possiamo essere nelle condizioni di
conoscere lasua EQUAZIONE ORARIA, cioe’ ’equazione
che da’ la posizione in funzione del tempo.

Per esempio un punto materiale si puo’ muovere di moto rettili-
neo (ricordiamo che stiamo sempre studiando il moto in una sola
dimensione), con la seguente legge oraria

s(t) =2t +1

Oppure
s(t) = —t* + 3t + 2

O ancora

s(t) = 3sin(t) + 5 cos(t), etc. etc.



Notiamo per inciso che I’espressione della legge oraria, che abbiamo
scritto nella forma:

s(t)=2t+1
e’ corretta dal punto di vista dimensionale solo se ”2” non €’ un
numero puro, ma ha le dimensioni di una velocita’, e ”1” ha le
dimensioni di una lunghezza. In tal caso infatti, passando alle
unita’ di misura, troviamo

s(t)=(2m/s) x t(s) + 1 m,

che da’ correttamente il risultato in metri. Analogamente, quando

scriviamo
s(t) = —t° + 3t +2

sottintendiamo che

s(t) = —(1 m/s?) x t*(s*) + (3 m/s) x t(s) +2m



Come esempio, rappresentiamo graficamente I'equazione oraria
s(t) = —t?+4t+1
sa
n
o]
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Dato che ora conosciamo la posizione a ogni istante di tempo, possi-

L. S
amo calcolare, e graficare, la velocita’ istantanea v = T —2t 4+ 4.
W A
g
T »
1 2 3 4,
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Confrontando i due grafici, si vede che

e per 0<t<2 lacurva s(t) crescee Vv ¢ positiva

e per t=2 s(t) ha un massimoe V diventa zero

e per 2<t<4 s(t)decrescee V e negativa
PERCHE’? 1la derivata di una curva in un punto e’ la tangente
dell’angolo che la retta tangente alla curva in quel punto forma
con lasse delle ascisse tanf = : se s(t) cresce, 0 < 6 <
90° — tanf >0 — v > 0. Se s(t) decresce, 90° < 6 <

180° — tanf <0 — v <O.
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crescente decrescente



PROBLEMA INVERSO: COME TROVARE L’EQUAZIONE
ORARIA s(t), SE CONOSCIAMO L’ESPRESSIONE
DELLA VELOCITA’ IN FUNZIONE DEL TEMPO?

Sappiamo che
ds

v=— — ds=uwdt
dt

Per cui integrando tra un certo istante iniziale £y e un istante finale

t, e tra le corrispondenti posizioni del punto materiale s(tg) e s(t)

sl trova,

ds = /tz vdt  —  s(t) — s(ty) = /tz vdt

s(to)
Quindi infine
s(t) = s(to) + /tz vdt (3)
Per trovare I’espressione esplicita di s(t) ci occorre quindi

e conoscere la posizione iniziale del punto, cioe’ s(t¢)

e eseguire 'integrale nell’eq. (3), sostituendo a v(t) la sua espres-
sione esplicita.

ESEMPIO. Supponiamo che il punto materiale all’istante ¢y =
0 siain s = 3 e che ’equazione della sua velocita’ sia v = 3t+4
Sostituendo nella (3) si trova

S() =3+ [[(3t+4)dt - s(t):3+gt2+4t

ALTRO ESEMPIO. A t;=1 il puntositrovain s=2, e
si muove con v = 13 + 4t.

1 1
s(t) = 2+ [ (8 + dt)dt =2+ [ 1" + 40O

1 1 1 1
— 9 ¢t T 9 — T T4t o2
+4 * 4 4+4 +



ACCELERAZIONE
Supponiamo che un’auto si muova lungo una strada rettilinea e che
la sua velocita’ v sia tabulata in funzione del tempo t

t in secondi 0(10|30(40 | 60
v in metri/secondo | 5|35 | 75|45 |-35

Grafichiamo la velocita’ in funzione del tempo

Va
80} :
40-/0/\0
O1 : : —
a0] 20 40 60
-80¢t

Per sapere quanto rapidamente e’ cambiata la velocita’, possiamo
definire I’ accelerazione media

. v(t + At) — v(t) _ Av

At At’

Negli intervalli

e 0-10 s la macchina accelera con a = % =3 m/s’

e 10-30 s la macchina accelera con  a = 252 = 2 m/s’

e 30-40 s la macchina decelera con a = 252 = —3 m/s’

e 40-60 s la macchina continua a decelerare, tanto che la ve-
locita’ diventa negativa, cioe’ la macchina inverte il verso di

- —35-45 _ _ 2
marcia @ = 55 = —4 m/s



Come avevamo fatto per la velocita’, possiamo definire la,
accelerazione istantanea

rendendo piccolissimo l'intervallo di tempo At, tra i due istanti

in cui misuriamo la velocita’, cioe’

o v(tH+At) —w(t) _ du
e )

quindi I’ accelerazione istantanea e’ la derivata della ve-
locita’ rispetto al tempo.

Essendo la velocita’ la derivata dello spazio rispetto al tempo

ds . :
v = —, possiamo anche dire che I’accelerazione e’ la derivata

seconda dello spazio rispetto al tempo

B d’s

-t

ESEMPIO Supponiamo che il punto materiale si muova di moto

rettilineo con equazione oraria s = 3 — 2t% + 4¢3, Calcolare la
posizione iniziale, e la velocita’ e 'accelerazione al tempo ¢ =2 s.

a

posizione iniziale
Quando t=0s, s=3 m.

velocita’

S
— = 4t + 12t
YT

per cui quando t=2s v=—4-2+412-4=40m/s.
accelerazione

_dv
- dt
per cui quando t=2s v = —4+24 x 2 =44 m/s°.

a = —4 + 24¢,



DIMENSIONI E UNITA’ DI
MISURA DELI’ACCELERAZIONE

Dalla definizione di accelerazione

dv
a=—
dt’
e ricordando che
v] = 1t
troviamo subito che
dv 1t~1
a [dt £ ’

Ricordiamo che le parentesi quadre indicano che stiamo calcolando
le dimensioni della grandezza inclusa, cioe’ la stiamo esprimendo
in funzione delle grandezze fondamentali 1, t, m. (REPETITA
[UVANT!!)

L’accelerazione ha le dimensioni di una lunghezza fratto
un tempo al quadrato, [t2

Le unita’ di misura quindi saranno

ms_z.



PROBLEMA INVERSO: TROVARE LA VELOCITA’
A PARTIRE DALI’ACCELERAZIONE

Sappiamo che

dv
a=— — dv=adt
dt
Per cui integrando tra un certo istante iniziale £ e un istante finale
t, e tra i valori che la velocita’ del punto materiale ha in quegli

istanti v(tg) e v(t) si trova
v(t) gt ot
/U(to) dv = /to adt — v(t)—v(ty) = /to adt
Quindi infine t
u(t) = v(ty) + /tO adt (4)
Per trovare I’espressione esplicita di v(t) occorre quindi
e conoscere il valore della velocita’ iniziale del punto, cioe’ v(ty)

e eseguire l'integrale nell’eq. (4), sostituendo ad a(t) la sua
espressione esplicita.

ESEMPIO Supponiamo che il punto materiale all’istante ¢y =
0 abbia velocita’ pari a  v(ty) = 3 m/s e che I'equazione
dell’accelerazione sia  a(t) = 2t +¢ . Trovare 'accelerazione al
tempo t=5s. Sostituendo nella (4) I'espressione di a(t) si trova

1, 1
o(t) =3+ [ +t)dt  —  w(t)=3+2- 5t + 5t

v(5) =3+ 2<5)3 + %(5)2 — 98.8 m/s



CASI PARTICOLARI DI MOTO IN UNA DIMENSIONE

e si dice moto rettilineo uniforme un moto che si svolge su
una traiettoria rettilinea con velocita’ costante.

ds s(t) t
v—a — ds =vdt — /S(to)ds—/tovdt

Dato che la velocita’ e’ costante, ponendo ¢y = 0 si ha:

/thdt:vt 5 s(t) = s(0) + vt

Le equazioni che descrivono il moto rettilineo uni-
forme dunque sono

a =0, v = costante, s(t) = s(0) + vt

A SL

s(0)




si dice moto uniformemente accelerato un moto che si
svolge su una traiettoria rettilinea con accelerazione costante.
Troviamo prima 'espressione della velocita’;

_dv
Cdt

a "adt — v(t) = v(to)+at

0

— dv = adt — /quiz))dv:/t

quindi la velocita’ varia linearmente nel tempo

aA V N
Vv (0)
O » O >



Calcoliamo ora lo spostamento

/SE? ds = /tz vdt — s(t) — s(to) = | [v(to) + at]dt

t
s(to) 0
t

1 1
v(to)t + 55”52 = v(to)(t — to) + §a(t2 — t3)

to

quindi
1
s(t) = s(to) + v(to)(t — to) + 5a(t2 —17)
Se supponiamo per semplicita’ che ¢y = 0, I'equazione diventa

s(t) = 5(0) + v(0)t + ~at?

2
AS
10; v(0)>0
f\ a<0
0 . —
2 4
-10-
A S
20
v(0)>0
10 a<Q
t
0 . ; . >

Le equazioni del moto uniformemente accelerato
dunque sono

1
a = costante, v = v(0)+at, s(t) = 3(0)+v(0)t+§at2



RIASSUMIAMO:

. ds
velocita’: V= o
Dimensioni [v] = [t~!, Unita’ di misura m/s

) dv d’s
accelerazione: a=— e quindi a =

de?

Dimensioni [v] = [t™% ~ Unita’ di misura m /s’
Se conosco ’equazione oraria, per esempio
s(t) = 4t* + 5t — 2,

° derivando una volta trovo la velocita’
v(t) = % =16t + 5,

° derivando ancora trovo 1’accelerazione
a(t) = % = 482,

Se conosco ’accelerazione, per esempio
_dv _

° integrando una volta trovo la velocita’
u(t) t t
/ o = Jyadt — v(t)—v(0) = [[[4t+2]dt — v(t) = v(0)+2t*+2¢

Pero’ devo conoscere la velocita’ iniziale v(0)!!!

° integrando ancora trovo I’equazione oraria

/;E(()? ds = /0 vdt — st /0 ) + 2% + 2t dt

s(t) = 5(0) + v(0)t + gt?’ L

Pero’ devo conoscere la posizione iniziale s(0)!!!



MOTO IN DUE DIMENSIONI
Supponiamo di voler descrivere il moto di una palla che viene lan-
ciata da un’altezza h come in figura

h

l

Il moto non €’ rettilineo, ma avviene su un piano. Per descriverlo

devo fissare un sistema di riferimento {xy }, e definire a ogni istante
di tempo la posizione della palla nel piano

v M

v(t)

cioe’ devo misurare le coordinate x(¢) e wy(t) , che altro non
sono che le componenti del vettore §(¢) che unisce I'origine del
riferimento con la palla e che, ovviamente, varia in funzione del

tempo. Quindi il moto di un punto materiale che si muove in un
piano, e’ descritto da un VETTORE POSIZIONE

5(t) = (x(1), y(t)) — 8(t) = 2(t)i+y(t)J,

dove ricordiamo che ¢ e j sono i versori degli assi coordinati
Le componenti di s(t) forniscono le due equazioni orarie del moto.

La curva che il punto descrive nello spazio si dice
TRAIETTORIA



Con che velocita’ si muove la palla?

Nel caso di moto rettilineo per definire la velocita’ bastava un nu-
mero, ora vorremo sapere anche qual e’ la sua direzione e il suo
verso: in altre parole la velocita’ e’ un vettore.
Generalizzando la definizione data nel caso unidimensionale:

o . S(t+ At) — st ds

o= dm T
cioe’ la velocita’ e’ la derivata del vettore posizione
rispetto al tempo. Il vettore d3 (vettore spostamento) e’
la differenza tra 5{(t+At) e 5(t), ed e’ tangente alla traiettoria,
come indicato in figura (ricordare la regola del parallelogramma)

A
y

A 4

siccome ¥ ha la stessa direzione di ds, concludiamo che

la velocita’ e’ sempre tangente alla traiettoria.
Componenti della velocita’

§(t) = z(t)i + y(t)7, quindi, per la proprieta’ della derivata di un

prodotto

A

- ds dx di
v= i d(t)z +a(t) g + ()] +y(t)dt’
Essendo i e j v

vettori costanti, la loro derivata e’ zero, quindi

L dxz(t). dy(t)-
U=t

quindi le componenti di ¥ sono le derivate delle componenti di s

(050




Accelerazione
Come la velocita’, anche I'accelerazione di un corpo che si muove
nel piano (o nello spazio) E> UN VETTORE.
La definiamo, in analogia con quanto fatto per il moto rettilineo,
come

Bt + At) - 7(t) T
At—0 At a E’

cioe’ ’accelerazione e’ la derivata della velocita’ rispetto
al tempo.

Componenti dell’accelerazione
essendo  T(t) = v, (t)i + v, ()],

dv  dv,(t). dv,(t)-

dt dt dt

(ricordare che la derivata dei vettori di base e’ nulla). Quindi le
componenti di @ sono le derivate delle componenti di ¥

- (d%t)) dvgft))

a—=




MOTO NELLO SPAZIO
E’ immediato generalizzare la descrizione del moto di un punto
materiale nello spazio. In questo caso fisseremo un sistema di co-
ordinate tridimensionale {xyz}, e definiremo a ogni istante ¢ la
posizione del punto assegnando il vettore posizione 5(t)

St) = z(t)i +y(t)] + 2(t)k,

dove k e’ il versore dell’asse z.

z
=(© SO
Fa
X1 y ()
1 ped
x(t) {___-_L:::-..;/" Y

La velocita’ del punto materiale sara’

_d5  dx(t).  dy(t).  dz(1)-
@ at T a T

ed e’ sempre tangente alla traiettoria, cioe’ alla curva
che il punto descrive nello spazio.

Le componenti della velocita’ dunque sono ¥ = (dflsft), dfg), dfi(tt)> .

Analogamente ’accelerazione €’
i L
a - a T a T a

. - (dug(t) doy(t) duy(t)
e le sue componenti sono a—< e e

a—=




MOTO DI UN PROIETTILE.
Determinare la traiettoria, la gittata, la durata del tiro, 'altezza
massima raggiunta da un proiettile lanciato dall’origine del rifer-
imento con una velocita’ iniziale vy =400 m/s, inclinata di
45° rispetto all’orizzontale.

yA
_g'l o
4 S0 >

Condizioni iniziali
z(0) =0 v:(0) = vy cosby
{y(O) =0 {vy(O) = vy senby
I proiettile e’ soggetto all’accelerazione di gravita’ § (g = 9.8 m/s?),
diretta verticalmente verso il basso

{ax(O) =0
ay(0) = —g
Integriamo una prima volta per trovare la velocita’.

Sull’asse x: dato che a, = 0, la componente x della velocita’
rimane immutata

a,dt =dv, — dv, =0 — v,(t) = cost = v,(0).

Sull’asse y (ricordare che g e’ costante):

t vy (¢
a,dt = dv,, /0 —gdt = /Uyy(é)) dv, — — gt =wv,(t) — v,(0)

vy(t) = vy(0) — gt



Integriamo ora le equazioni della velocita’ per trovare le equazioni
orarie.

{vx(t) = vy cosbty
vy(t) = v senby — gt
Sull’asse x:

v.dt = dz, /Ot vy cosfydt = /;E(()t)) dx — vy cosbtyt = z(t)—x(0)

e poiche’ z(0) =0
z(t) = vy cosbyt

quindi il moto sull’asse x ¢’ un moto uniforme
Sull’asse y:

vy dt = dy, /Ot (vo senby — gt) dt

I
—
AQ
S =
QU
<

quindi, essendo y(0) =0,

1
y(t) = vy senbyt — §gt2
Il moto sull’asse y e’ uniformemente accelerato. In conclusione
x(t) = vy cosby t
y(t) = vy senby t — 5gt?
y(t)

a00c -

x(t) -
/r/
yd

10000

230C 1
2000

a0 0 t 57.7 ) 20 2g.§ 40 t 57.7



TRAIETTORIA

x(t) = vy cosby t
y(t) = vy senby t — 5gt°

Per trovare la traiettoria bisogna eliminare ¢ dalle equazioni orarie.
Per esempio, possiamo ricavare ¢ dalla prima
x

t=—
vy cosb

e sostituirlo nella seconda

p T 1 ( T )2 Lon 1 z?
= Vg Sentgy ———— _ —rtanbph—— q ——
y=" 0 vy cosby 27 vy cosbty 0759 v¢ cos?6,

1 x2

=z tanby — -~ ¢ 55—
Y 0 I vg cos?b,

LA TRAIETTORIA E° UNA PARABOLA

Nel nostro caso, siccome 6y = 45°, tanfy =1 e costy =

V2/2 = cos®0y = 5, quindi l'eq. della traiettoria diventa

x
Yy=or—g >
v
¥
4000
20004

5000 10000 15000 X



4000 1

20004

5000 10000 15000 X

LA GITTATA ¢’ la distanza a cui il proiettile tocca terra. Si
puo’ calcolare in due modi:

1) ponendo y = 0 nell’eq. della traiettoria

tand 1 z?
=xtanby — - g ————
Y SR vg cos?f

1 g=x

— x |tanby — —————] =0
x(ano 208 003290)

le radici sono

z =0
v2 cos26, v2
x = 2 tanb, jg— — 2 senb cosé’of
Quindi

2
o = 2 sen (26;)
9

ed € massima quando 20y =5 — 0 = 7,

come e’ nel nostro caso. Sostituendo i valori numerici troviamo

16 - 104
97 793

~ 1.63-10* m/s.



4000 1

20004

5000 10000 15000 X

Altro modo per calcolare la gittata
2) ponendo y = 0 nell’eq. oraria

1 1
y(t) = vy senby t — éth — t (vo senby — 5 gt) =0

si ricava il valore del tempo, t*, a cui il proiettile tocca terra (durata
del tiro)

t=20
t*— 9 W sinby
g

Sostituendo t* nell’eq. per z, z(t) = vy cosby t, troviamo la
gittata

vy stnb V2 0
z(t') = xg = vy 00390-2% — 2;0 cosly sinby = -2 sen (26)

come ottenuto prima.
La durata del tiro nel nostro caso ¢’

4102 V2

" =2 —2 =577s
9.8



Che angolo forma la velocita’ con ’asse x?

{vx(t) = v cosb
vy(t) = vp senby — gt

b WV,
4000 - —y\
] v <
< | &
2000 -
D L] L] L]
5000 10000 15000 X

Dalla trigonometria sappiamo che

v
vy = tanb v, — tanb = <
va

2
cioe’, essendo la velocita’ sempre tangente alla traiettoria, nel punto

* . .
o A t= V"Sgieo =% wv,=0, quindi tand =0,
di massima altezza e’ orizzontale.

o A t= 230%“% = t*, che ¢’ l'istante in cui il proi-
ettile tocca terra, la componente y della velocita’ e’ uguale a quella
iniziale, ma cambiata di segno

vy = —p senby

e quindi
tanf = —tanly — 6= —0,



{vx(t) = vy cosby
vy(t) = vy senby — gt
Grafichiamo ora le componenti della velocita’ in funzione del tempo,

ricordando che nel nostro caso vg cosfy = v senfy = 400? =
282.8 m/s

vV LUNE
' Vosen Oy |

507 203'\
1vVocosBp - _
2874 _ 20 40 1

] -20C 1 ‘\\x\“\\\\\\\

260

-10C-

La componente x della velocita’ rimane costante, la componente y
decresce, si annulla a ¢ = @%”HQ e poi diventa negativa.
Calcoliamo il modulo della velocita’

2 2
v =/v; + v,
__vg senfy _ t* _
° A t= =, essendo v, = 0,

v = v, = vy cosb

° A t=2% senfg — t*
g
vy senb
v, = vy senty — g QT = —vg senb

e quindi il modulo della velocita’ e’ uguale a quello iniziale

v = \/fvg cos20y + vi sen26y = vy



traiettoria

2000 4

5000 |10000 15000 X
Xma)( :

IALTEZZA MASSIMA raggiunta dal proiettile si puo’ cal-
colare, per esempio, utilizzando I'equazione della traiettoria

1 g
=z tanby — - ——>—— a°.
Y "2 12 cos?l,

L’ascissa x,,4; Sl trova calcolando il valore di x a cul % = 0,

dy x
— =0 = tanby — 9 ——+ =0,
dz U vg cos?,
US cos’y tanb Ug senby cosby 1
Tmax — — = 3 IqG-
9 g
Il corrispondente valore di y sara’
vg senby cosby tand 1 g ’Ué‘ sen’6, cos*8,
e . an _— — .
Ymaz g "2 12 cos?0, >
vi sen®fy 10} sen’6y v sen’6y
- = S Ypw =
g 2 g 29
Nel nostro caso (6 = 45°, v =400 m/s)
16 -10* - 4
Ymax = — 5 ~ 5 — 4081.6 m.

2-9.8



traiettoria

2000 4

5000 |10000 15000 X
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Alternativamente ,,,, si puo’ trovare calcolando il valore di t a
cui la componente y della velocita’

vy (t) = vy senby — gt

diventa zero

vy send
vg senfp — gt =0 — t:u,
9
e sostituendo tale valore nell’equazione oraria per y

1
y(t) = vy senby t — §gt2

vy senty 1 vy senbp\>  vE sen?fy
Ymaz = V0 SGTLQO —— g | — =——
g 2 g 29

come trovato in precedenza.



MOTO CIRCOLARE UNIFORME.
Un punto materiale si muove di moto circolare uniforme se la sua
traiettoria e’ una circonferenza, che viene percorsa con velocita’
costante in modulo e velocita’ angolare costante

yl\ yt\,
|

- &) 0
A Y
i) |

~ .
U | X

4

N

z(t) = r cos O(t)
y(t) =r sen O(t) ’
Definiamo la velocita’ angolare w

db
W= [w] =[t™! unita’ rad/s

FlE) = 2(0i + y(8)] — {

se assumiamo w costante
P09 = fwdt — O(t) = wt,
per cui le equazioni orarie diventano
{x(t) =r cos wt
y(t) =r sen wt
derivando una volta troviamo le componenti della velocita’

{vx(t) = —rw sen wt
vy(t) = rw cos wt

derivando ancora troviamo ’accelerazione

{ax(t) = —rw? cos wt

a,(t) = —rw? sen wt



{X(t) =1 cos wt {Vx(t) = —rwsen wt [ay(t) = —rw? cos wt
y(t)=rsenwt |vy(t)=rw coswt ay(t) = —rw® sen wt

Troviamo la traiettoria quadrando e sommando le eq. orarie

a:(t)2 + y(t)2 — r? ( cos *wt + sen th) — r?

x(t)? +y(t)? =r?
che e’ 'equazione della circonferenza, come aspettato.
Calcoliamo il modulo della velocita’

v =/vi+ vl = \/T%Q( sen 2wt + cos *wt) = wr

quindi

V =wr
Essendo w costante, segue che il modulo della velocita’ e’ costante.
ATTENZIONE: la direzione e il verso di ¥ non sono costanti.

Ll

Y

—>
t=t, v
—_ t=t1
v

N

Calcoliamo il modulo dell’accelerazione

a=,la; +a; = \/T2w4( cos 2wt + sen 2wt) = wr

A 4

quindi



x(t)=rcoswt [vi(t)=—-rwsenwt [a.(t)=—rw? coswt

{y(t) =r sen wt {Vy(t) = rw cos wt {ay(t) = —rw? sen wt
come sono dirette velocita’ e accelerazione?
Calcoliamo il prodotto scalare tra 7 e U etra a e U

7 U = TU,4yvy, = 1 cos wt (—rw sen wt)+r sen wt (rw cos wt) = 0,

cioe’, essendo sempre tangente alla traiettoria, la velocita’ e’ per-
pendicolare a 7

— 2,3 3

a-U = azv;+a,v, = +r-w” coswt sen wt—r*w? cos wt sen wt = 0,

cioe’ I'accelerazione e’ perpendicolare alla velocita’, quindi e’ di-
retta come  ma in verso opposto (guardare i segni delle compo-
nenti). L’accelerazione e’ dunque centripeta, ed e’ responsabile
della variazione della direzione della velocita’.

E

A
NIDZE

PERIODO
Il periodo T del moto circolare uniforme e’ il tempo impiegato
dal punto materiale a fare un giro completo. Abbiamo visto che
'equazione oraria angolare e’ 6(t) = wt; quando 6 = 2,
t =T quindi

2
or=wT — T="" [T]=[t] unita® s
w

Si definisce frequenza del moto circolare uniforme, la grandezza

v=oa [V]=[t"" unita’ s



MOTO CIRCOLARE NON UNIFORME.
Supponiamo che un punto materiale si muova su una circon-
ferenza, ma con velocita’ angolare non costante w = 4t.
Calcoliamo 'equazione oraria angolare

db 0(t) t 9
w:%%/o df = ["4tdt — 0(t) = 2t7,
y LN y F 5

' = v (03] o .
Y E

per cui le equazioni orarie diventano

{:E(t) =1 cos (2t?)
y(t) = r sen (2t?)

derivando una volta troviamo le componenti della velocita’

v.(t) = r [~ sen (2t?) 4t] = —4rt sen (2t?)
{vy(t) = 1| cos (2t?) 4t] = 4rt cos (2t?)

Calcoliamo il modulo della velocita’

v =\vs + vl = \/(167“2152) (cos 2(2t%) + sen 2(2t?)) = 4rt = wr

quindi la velocita’ e’ sempre uguale a wr , ma non e’ piu’ costante

in modulo. Naturalmente la velocita’ ¢’ sempre tangente alla
traiettoria.



v.(t) = —4rt sen (2t%)
{vy(t) = 4rt cos (2t?)

Derivando le componenti di ¢ troviamo quelle dell’accelerazione

(a,(t) = —4r sen (2t*) — 4rt [ cos (2t%) 4t]
= —4r sen (2t*) — 16rt* cos (2t*)

a,(t) = 4r cos (2t%) + 4rt [— sen (2t?) 4t]
| =47 cos (2t%) — 16rt* sen (2t?)

Quindi
a;(t) = —4r sen (2t*) — 167t* cos (2t?)

a,(t) = 4r cos (2t*) — 16rt* sen (2t?)
Vediamo se ’accelerazione e’ ancora perpendicolare a o come nel
caso di moto circolare uniforme
@ - v = —4rt sen (2t°) [—47“ sen (2t*) — 16rt* cos (2t2)]
+ 4rt cos (2t%) [47“ cos (2t%) — 167t sen (2t ]
= 16r*t sen *(2t%) + 64r%t> sen (2t%) cos (2t7)
+ 167°t cos *(2t*) — 64r°t° cos (2t%) sen (2t%) =

Quindi se il moto circolare non e’ uniforme, acceler-
azione e velocita’ non sono perpendicolari.



Troviamo le componenti dell’accelerazione che sono tangenziali
e perpendicolari alla traiettoria.

-
YA

-5
d

o\

—

In generale, dati due vettori b e ¢, il loro prodotto scalare €’
dato da

B
B -¢c = bc cosd. i
o’ I
| >
b cosdl ?

ma b cos a e’ la componente del vettore b lungo la direzione

del vettore ¢. Quindi in generale

- b - @

b - c= [blungo c] c — blungo c — c
Quindi per trovare la componente di @ lungo la direzione del rag-
gio, cioe’ I’accelerazione normale a,, dobbiamo calcolare

i

Qlungo r = An = r

Analogamente, la componente tangenziale dell’accelerazione sara’

a-v

Qlungo v = At



o

X

ricordiamo che
z(t) = r cos (2t?) vy (t) = —4rt sen (2t?)
y(t) =r sen (2t%) | v,(t) = 4rt cos (2t*)
a;(t) = —4r sen (2t*) — 16rt? cos (2t)
a,(t) = 4r cos (2t*) — 16rt* sen (2t?)
sostituendo le componenti dei vettori, e’ facile dimostrare che
a-r 1

= ;[aw T+ a, y] = —16rt’

d, —

(il segno - indica che 7 e @, hanno verso opposto), e che

i as v+ ay v, 1[16215] 4
= —la, v a, U, = — |167r°t| = 4r
v vt T vy 4rt

ai =
Osserviamo che, siccome w = 4t,
a, = wr

che e’ la stessa formula del moto circolare, con la differenza che ora
w €’ variabile.

In conclusione

a, e’ responsabile della variazione della direzione della velocita’
a; e’ responsabile della variazione del modulo della velocita’



SISTEMI DI RIFERIMENTO IN MOTO RELATIVO.
Consideriamo un sistema di riferimento O, e un altro, O’, che
trasla rispetto a O con velocita’ Vg come in figura

Y Y
3 : ).
O o'— = > =x'
Vv

Un punto materiale P ha coordinate {xp,yp} nel riferimento
O. Quali saranno le sue coordinate nel riferimento O'?

v A y., A o
™ T
S{DE yp «— Q00 —f<— X'pﬁi
) | S
“— X, —> X =X'

X'p= X p— O o' Queste relazioni si possono scri-

vere in forma vettoriale come

yp =Y segue

dove sp €’ il vettore posizione del punto P. Questa espres-
sione e’ piu’ generale, perche’ include il caso in cui O’ abbia una
componente della velocita’ anche lungo I’asse y.



Derivando le trasformazioni delle coordinate rispetto al tempo, tro-
viamo le relazioni che legano la velocita’ del punto P rispetto a O
a quella misurata nel riferimento O’

(ATTENZIONE: stiamo supponendo che il tempo scorra allo stesso
modo nei due riferimenti!)

Xp=Xp=00' Vox = Vox = Vo
' ! _
yp - ‘fo pr B pr

dove \70/ e’ la velocita’ di O’ rispetto a O. In forma vettoriale

RN v
Vp = p — Vo

ESEMPIO: un uomo (punto P) corre con velocita’ vp = 5 km /h
rispetto alla strada (riferimento O). Un’automobile procede nella
stessa direzione e nello stesso verso, con una velocita’ Vg =
50 km /h (riferimento O’). Che velocita’ ha 'uomo rispetto all’auto?

|

v, =vp— Vo = v, =5-50=—45km/h

cioe’ il guidatore vede I'uomo avvicinarsi (segno menol!!) a una
velocita’ di 45 km/h.



Derivando le trasformazioni della velocita’, troviamo le trasfor-

mazioni per l'accelerazione

V = VpX - Vol a

d
pX

PX PX

V. =V a'l - a
Py py Py PY

e, in forma vettoriale

dove AO/ e’ I'accelerazione di O’ rispetto a O.

- A

0



TRASFORMAZIONI GALILETANE.
Abbiamo visto che conoscendo lo stato di moto di un punto ma-
teriale in un riferimento, possiamo ricavare quello rispetto a un
altro riferimento, che trasla rispetto al primo, utilizzando le leggi
di trasformazione

= = = — = 7
Sp 'Sp '00 Vp = Vp _VOI
2.3 N
dp = dp ~ Ay

Supponiamo ora che il moto di O’ sia una traslazione uniforme,
cioe’ che O’ si muova con velocita’ costante rispetto a O e quindi
Ao = 0. In questo caso le leggi di trasformazione diventano

- > = — _,% —
S, =S, -00 v, =% -\
> o
dp = dp

cioe, la trasformazione di coordinate e la legge di composizione

delle velocita’ rimangono invariate, ma l’accelerazione €’ la stessa
in entrambi i sistemi! Torneremo su questo punto in seguito.



TRASFORMAZIONI DI LORENTZ.

Se le velocita’ dei corpi sono elevate e prossime a quella della luce
¢ = 300.000 km/s, le trasformazioni di Galileo non sono piu’
valide, e vanno sostituite con le trasformazioni di Lorentz. Nel
caso di traslazione uniforme lungo 'asse x considerato prima, la
composizione delle velocita’, che secondo Galileo e’

Vv -V = voav 4\

P P 0 P
diventa
Vp +V0-
V. =
P V. V..
p Yo
1+
C2

Se assumiamo che ¢ — o0 queste espressioni si riducono alle
trasformazioni di Galileo.



LE FORZE
Se la velocita’ di un corpo varia nel tempo (in modulo, direzione
o verso) vuol dire che su di esso agisce una forza. Esistono in
natura vari tipi di forza: la forza gravitazionale, la forza elettro-
magnetica, la forza d’attrito, la forza elastica, etc. Studieremo le
caratteristiche di alcune di queste forze in dettaglio in seguito. Ora
ci poniamo la seguente domanda:

in che modo una forza altera lo stato di quiete o di
moto di un corpo? Possiamo definire delle leggi?

Il moto dei corpi, che per semplicita’ continuiamo a considerare
punti materiali, e’ governato da 3 leggi fondamentali, enunci-
ate da Newton nel libro PRINCIPIA MATHEMATICA, scritto
a partire dall’autunno del 1684 fino all’estate del 1686. In meno di
due anni Newton formulo’ la teoria del moto dei corpi e la legge
di gravitazione universale, che sono i fondamenti della fisica pre-
relativistica.



Supponiamo di fare il seguente esperimento: lanciamo una pal-
lina su un piano orizzontale con una certa velocita’ iniziale wy.

Vg

*—> .

1
X1 X

La pallina dopo un po’ si ferma in =z = x;. PERCHE’?
Vediamo quali sono le forze agenti sul corpo

i o~ >_

f‘a e’ la forza d’attrito, P ¢ laforza peso, N e’ la reazione vincolare,
cioe’ la forza esercitata dal piano, perpendicolarmente a se stesso,
che equilibra la forza peso e impedisce al corpo di cadere (sulle
forze vincolari torneremo in seguito). Dunque, la risultante delle
forze nella direzione perpendicolare al piano e’ zero

P+N=0
e la forza d’attrito, 'unica nella direzione orizzontale, e’ respon-
sabile della decelerazione della pallina. Se levighiamo il piano in
modo da ridurre I'attrito, e lanciamo la pallina con la stessa ve-
locita’ iniziale, questa arrivera’ un po’ piu’ in la’

Vo
*— | X, > X,

XzX

Immaginiamo ora di levigare il piano cosi’ bene da eliminare com-
pletamente 'attrito, cioe’ f‘a = 0; in questo caso il corpo pros-
eguirebbe all'infinito, sempre con la stessa velocita’, e non si fer-
merebbe piu’. In altre parole, il corpo proseguirebbe nel suo moto
rettilineo uniforme, e la risultante delle forze esterne sarebbe zero

Rt =P+N=0



Abbiamo dunque dimostrato che

I LEGGE
Un corpo soggetto a forze la cui risultante sia nulla, o
sta fermo, o si muove di moto rettilineo uniforme
(Legge d’inerzia).

Sulla base di questa legge possiamo definire i riferimenti inerziali.
DEFINIZIONE.: riferimenti inerziali sono quelli in cui vale
la legge d’inerzia (vedremo in seguito cosa accade nei riferimenti
non inerziali).

Importante: se un riferimento e’ inerziale, lo sono anche tutti
quelli che si muovono rispetto ad esso di moto rettilineo uniforme.

AN AN
Yy A
o O'——> x=Xx'
v,

Infatti, studiando le trasformazioni galileiane avevamo visto che se
\70/ = costante
ap = dp;

dunque se in un riferimento O 1’accelerazione di un punto materi-
ale P e’ nulla, cioe’ ap = 0, essa sara’ nulla anche nel riferimento
O’. Quindi anche rispetto a O’ il corpo rimarra’ in quiete, o
continuera’ a muoversi di moto rettilineo uniforme, cioe’ anche in
O’ varra’ la legge di inerzia.



LA TERRA E’ UN RIFERIMENTO INERZIALE?

In realta’, se facessimo I'esperimento della pallina su un piano privo
di attrito e molto lungo, vedremmo che la traiettoria non e’ proprio
rettilinea, ma lentamente si incurva (quindi la velocita’ cambia

o

direzione)

><

Se per esempio assumiamo che esista un riferimento inerziale che sia
in quiete rispetto a delle stelle che consideriamo fisse nel cielo, un
riferimento solidale con la terra ruotera’ rispetto ad esso, e quindi
non sara’ un riferimento inerziale. Un corpo che abbia rispetto
al riferimento inerziale una data accelerazione @, avra’ rispetto
alla terra un’accelerazione diversa, ap # d. Siccome la causa
dell’accelerazione sono le forze, questo vuol dire che nel riferimento
solidale con la terra ci sono delle forze che non esistono nel riferi-
mento inerziale e che sono proprio dovute al suo moto di rotazione.
Una di queste e’ la forza centrifuga, I'altra e’ la forza di Coriolis,
diretta perpendicolarmente alla velocita’ dei corpi, che e’ respons-
abile della deviazione della traiettoria.

Comunque, nel seguito in prima approssimazione con-
sidereremo la terra un riferimento inerziale.



IT LEGGE
Supponiamo di trovarci in un riferimento inerziale, e di pog-
giare un corpo, fermo, su un piano orizzontale privo di attrito.
Sia My =1 kg la massa del corpo. Applichiamo a Mg una
forza, che chiamiamo ﬁo, tale da produrre un’accelerazione
ap — 1 Il’l/S2

Mg

—
F

—>

Avendo definito il campione di forza, possiamo applicare forze
pari a multipli di Fo. Cosi’ facendo si trova che le acceler-
azioni prodotte crescono proporzionalmente alla forza applicata,
in maniera, che

—

F =M, a

Ora teniamo fissa la forza applicata, per es. poniamola pari a Fy,
e facciamo variare la massa. Troveremo sempre che

Fo=M a
Possiamo dunque concludere che, in generale,
F=Ma

ATTENZIONE: questa e’ una relazione vettoriale;
I’accelerazione ha sempre la stessa direzione e verso
della forza che la induce

La massa, detta anche massa inerziale, non e’ altro che quella
caratteristica dei corpi che mette in relazione la forza applicata con
I’accelerazione prodotta.



Dimensioni e unita’ di misura della forza

Essendo la forza una massa per un’accelerazione, le sue dimensioni

[F] = [ma] = [mlt ?]

L’ unita’ di misura della forza e’ il Newton , pari a
1 Newton = (1 kg) (1 m)/(1 s?)

vale a dire €’ la forza che, applicata a una massa di un kg, produce
un’accelerazione di un metro al secondo quadrato.

Se vogliamo usare come unita’ di misura il centimetro, il grammo
e il secondo

1 Newton = (10° g) (10° cm)/(1 s?) = 10°g cm/s?
In queste unita’ , I'unita’ di forza e’ il dyne, quindi

1 Newton = 10° dyne



Come si misurano le forze
Uno strumento per misurare le forze e’ il dinamometro, formato da
una molla attaccata a un sostegno.

X I?

e > T

0 0

La molla ideale € un oggetto che ha massa trascurabile, e che
se allungata o compressa di un tratto x rispetto alla posizione di
equilibrio, reagisce con una forza pari a

F = —kzZ.

Questa e’ 'espressione delle forze elastiche, nota anche come legge
di HOOKE. k ¢’ detta costante elastica della molla. Il
segno meno sta ad indicare che la forza ha sempre verso opposto a
quello dello spostamento, cioe’ tende a riportare la molla nella po-
sizione di equilibrio. Per misurare una forza incognita, F si puo’
procedere cosi’: applichiamo la forza unitaria F‘O al dinamometro
come in figura. La molla si allunghera’ di un tratto xg, che mis-
uriamo, tale che Fy = kxg. Se ora applichiamo al dinamometro
la forza incognita ﬁ, questa produrra’ un allungamento x tale
che F = kx, quindi facendo il rapporto

F kx X
— - 4 F=F,_—.
FO kXO OXO

Quindi, misurando I'allungamento x possiamo misurare la forza.
Se ad esempio l'allungamento della molla prodotto da una forza
incognita e’ pari a 3 volte quello della forza unitaria, xq, vuol dire
che la forza F e pari a 3 Newton.



RIEPILOGANDO

e Cosa significa 'equazione F = Ma”?
che se applico a un corpo di massa M una forza F' il corpo

subira’ un’accelerazione a = i nella stessa direzione della
forza
M
—_— —
i —
causa effetto

e Cosa accade se sul corpo agiscono piu’ forze? La seconda legge
della dinamica diventa,

S F=Ma

dove > F. ¢ la somma vettoriale delle forze agenti su M.
7

F

i

Calcoliamo la risultante con la regola del parallelogramma,




La legge F=Ma puo’ essere proiettata sugli assi di un rifer-
imento opportunamente scelto. Per esempio nel caso della figura
precedente

[

(;E)x:R%—FgcosH . {Ma$:F1+FQCOSH
(ZF—:@) =— P+ Fysen 0 Ma,=— P+ F; sen 0

Da queste equazioni, note le forze, possiamo calcolare le compo-
nenti dell’accelerazione lungo gli assi x e y. Integrando una volta
troveremo le componenti della velocita’ e integrando ancora le
equagzioni del moto.



Se un corpo A esercita una forza sul corpo B,

II1 LEGGE

Fas,

il corpo B esercitera’ una forza uguale in modulo,
Fga = Fap avente la stessa direzione, ma verso op-
posto. IMPORTANTE: il punto di applicazione delle

due forze e’ diverso .

—

F
AB \f

Terra

b palla

—>

BA

Per esempio, la terra esercita su una
m la forza gravi-

GMmm
Fap = 721‘, diretta
r

lungo la retta che congiunge i centri

palla di massa

tazionale

dei due corpi, con verso dalla palla
alla terra, e applicata al centro della
palla. Questa, a sua volta, esercita
sulla terra una forza Fga, uguale
in modulo a Fapg, avente la stessa
direzione, ma verso opposto, e appli-

cata al centro della terra.

Dunque, se la palla cade sulla terra, perche’ la terra

non cade sulla palla? In realta’ la terra cade sulla palla, ma

con un’accelerazione piccolissima. Vediamo perche’. Fissiamo un

riferimento inerziale come in figura e scriviamo la seconda legge

—
palla
FEA
e
A
Terra

AY

G’MTm
My ar = 3
GMTm
map = — 9
Tr
quindi
G m G MT
a’T 7"2 9 a‘P - ’]"2



Altro esempio di coppia azione-reazione.

N>

—

-N

N ¢’ la reazione vincolare, P ¢ laforza peso che agisce sulla palla.
Sappiamo che N e P sono uguali e opposte e che hanno la stessa
direzione, pero’ NON SONO una coppia azione-reazione. Infatti
sono entrambe applicate alla palla! P fa coppia azione-reazione
con la forza di attrazione grawtazmnale che la palla esercita Sulla
terra (come visto prima), invece N fa coppia con una forza ~N
applicata al centro di massa del tavolino.



Apriamo una parentesi sulla forza gravitazionale

La legge di gravitazione universale formulata da Newton afferma
che due corpi puntiformi si attraggono con una forza che e’ inversa-
mente proporzionale al quadrato della distanza. In realta’ la legge
andrebbe scritta in questo modo

mgl mgz

Fo =G5~

dove m, e mge sono due costanti che caratterizzano i due
corpi e che chiameremo “massa gravitazionale”. Gli esperimenti
dimostrano che la massa gravitazionale m, e’ uguale (entro una
parte su 10'?) alla massa inerziale che compare nella seconda legge
della dinamica,
F=ma.

Da questa uguaglianza tra massa gravitazionale e massa inerziale
deriva il fatto che quando scriviamo la seconda legge per un corpo
soggetto alla forza di gravita’

M
ma:GLg r

Y

2
possiamo semplificare m e m,, per cui
M
a = G—2

r

Da cio’ segue che tutti i corpi cadono sulla terra con la stessa
accelerazione.
(G €’ la costante di gravitazione universale pari a

G =6.673-10"" N - m?/kg?



Quando si studia il moto di corpi nelle vicinanze della superficie
terrestre, si usa un’espressione semplificata per la forza di gravita’

P=mg dove g=098 m/s?.

Il motivo e’ il seguente. Se un corpo cade da un’altezza h rispetto
alla superficie terrestre, I’accelerazione di gravita’ iniziale €’

My
(Rt + h)’

dove Ry €’ il raggio della terra,

a=G

Rt = 6371 km = 6.371 - 10°m.

Se assumiamo che h sia molto minore di R, ipotesi ragionevole
se studiamo il moto dei corpi in prossimita’ della terra, allora

M 5.997 - 1024 k
T 6.673-10"11 g

“= G(RT)2 B (6.371 - 105 m)?

~ 9.8 m/s%.



CADUTA DEI GRAVI
Supponiamo che un corpo di massa m venga lasciato cadere con
velocita’ iniziale nulla. Quanto tempo impieghera’ a cadere e che
velocita’ avra’ quando tocca terra?

Poiche’ agisce solo la forza peso (supponiamo trascurabile la re-
sistenza dell’aria) il corpo verra’ accelerato nella stessa direzione,
quindi il moto e’ in una sola dimensione.

Scegliendo l'asse x come in figura,

m
10 dalla seconda legge della dinamica ri-
_)@ caviamo
P

ma=mg — a=4g

v X
(Poiche’ il moto e’ in una dimensione invece di scrivere a, scriviamo
semplicemente a). Integrando una volta troviamo

_dv o(t) ot
a—% — /U(to) dv—/to a dt

Poniamo ty = 0; essendo v(0) =0 e a =g,
v(t):/ot gdt - v=gt;

integrando ancora troviamo 1’eq. oraria
dx z(t) t 1
U:E_)/O d:l::/ovdt—>:v(t):§gt

Il corpo tocca terra quando x = h, quindi sostituendo

1 2 h
h=-gt = t=|—
2 g

e sostituendo nell’espressione della velocita’

v:g\ITgh:\/Qgh.



IL PIANO INCLINATO
Supponiamo di avere un piano privo d’attrito, inclinato di un an-
golo 6 rispetto all’orizzontale. Sia h la sua altezza. Un corpo di
massa m, posto da fermo alla sua sommita’ all’istante t=0, com-
incia a scivolare. Come descriviamo il moto?

—>
N Sul corpo agiscono le seguenti forze:
B la forza peso P = mg perpendi-
N colare alla base del Eiano AC; la
h P reazione vincolare NN, perpendico-
6} lare alla superficie del piano BC.
A C

Per la seconda legge della dinamica
md =P+ N

Scomponiamo questa equazione lungo gli assi di un riferimento
cartesiano scelto in modo tale che I'asse x sia diretto lungo il piano
e ’asse y sia ad esso perpendicolare, come in figura

Le componenti della forza peso
lungo gli assi sono

E) P, =mg sen 0
h X | {Py = mg cos 0
90- & quindi

m a; = mg sen 0
m a, = N —mg cos 0




{max:mgsene

h 4

A ¥ I

poiche’ non c’e’ moto lungo l'asse 'y, a, = 0, quindi

m a, = N —mg cos 0

N = mg cos 0,

cioe’ come ci aspettavamo, la reazione vincolare esercitata dal piano
e’ uguale alla componente della forza peso che ”preme” sul piano.
Dalla prima equazione inoltre ricaviamo che

a, =qg sen 0

Integriamo ponendo ¢y = 0

dvy s ?) ! t
G =— = /vx((]) dv, :/0 a; dt — v,(t)—v,(0) :/0 g senfdt

quindi
vy = v,(0) +¢g sen 6t

Integrando ancora troviamo ’equazione oraria

dx z(t) t t
vy = /:E(O) dx :/o vy dt — z(t)—z(0) = /to [v,(0)+g sen 6t]dt
quindi

1
z(t) = 2(0) + v,(0) t + 5 9 sen 0 t*



vy =v,(0)+g sen 0t
2(t) = 2(0) + v,(0) t+ 5 g sen 0 t?

yY7r o o,

N

B

—= R *
"| ®

B

Ci chiediamo ora

e Quando il corpo tocca terra?

Quando avra’ percorso tutto il piano inclinato, cioe’ =z =

h

5+ Sostituendo questo valore di x nell’eq. oraria si trova

h 1

2 h
- 0t —» t= |—
seng 27 %" g sen 20

e Che velocita’ avra’?
Supponiamo che il corpo parta da fermo (v,(0) = 0) dall’eq.

della velocita’ si trova

2 h
vy =¢g senft=gqg sen b m =4/2 g h.

che €’ la stessa che abbiamo ottenuto nel caso che il corpo cada
in verticale!!



L’ ATTRITO
Supponiamo che un corpo molto pesante sia fermo su un piano.Su
di esso agiscono la forza peso P e la reazione vincolare N , la
cui risultante e’ nulla.

—>

N

—>

P

L’attrito ¢’ dovuto all’effetto collettivo delle forze che si eserci-
tano tra gli atomi delle superfici a contatto. Se le superfici sono
levigatissime, in modo che gli atomi siano a piu’ stretto contatto,
queste forze di interazione possono diventare fortissime, tanto che
le superfici si saldano tra loro (saldatura a freddo). Normalmente
pero’ quando due superfici sono a contatto, a livello microscopico
si toccano solo in alcuni punti e le forze di interazione hanno una
risultante che non richiede forze enormi per essere vinta (a meno
che il peso non sia enorme!).



E’ esperienza comune che se proviamo a far strisciare un corpo
molto pesante applicando una forza orizzontale F il corpo all'inizio
non si muovera’, finche’ la forza non raggiunge una certa intensita’,
che chiameremo ﬁs.
Questo valore limite si dice

forza di attrito statico.

Se la forza applicata ¢’ F < Fy il corpo sta fermo, quindi vuol
dire che il piano su cui poggia esercita una forza, f5, che e’ in
grado di annullare quella applicata dall’esterno.

N F (R
fs il corpo non si

muove

Il motivo e’ che per far muovere il corpo bisogna vincere la risul-
tante delle forze dovute alle microsaldature a freddo che si generano
nei punti di contatto tra le due superfici.



Quando la forza applicata supera Fg, il corpo comincia a muoversi.

F R

A questo punto la forza di attrito si riduce. Cio’ ¢’ dovuto al fatto
che, mentre il corpo striscia, i punti di contatto tra le superfici
variano istante per istante, quindi si formano nuove microsaldature
che vengono pero’ immediatamente strappate dalla forza che tira.
In questa fase la risultante delle forze che si oppone al moto e’
detta attrito dinamico, e la indicheremo con ﬁd. Quindi in

generale
F, > Fq.

Le forze d’attrito sono:

e parallele alla superficie di contatto e opposte alla direzione del
moto,

e i moduli della forza di attrito statico e della forza di at-
trito dinamico sono entrambi proporzionali al modulo della
reazione vincolare N, cioe’

Fs:/LSNa Fd:ﬂdN?

dove i coefficienti d’attrito statico e dinamico, s e g
sono costanti adimensionali che dipendono dalla natura delle
superfici a contatto.



IL PTANO INCLINATO CON ATTRITO
Un corpo scivola su un piano inclinato e tra corpo e piano c’e’
una forza d’attrito dinamico con coefficiente 4. Vediamo come

descrivere il moto , _
Sul corpo agiscono le seguenti forze:

e la forza peso P =mg
e la reazione vincolare N,

e la forza d’attrito dinamico pari in

5 modulo a Fy; = ug N, tangente
\\ al piano e diretta nel verso op-
X posto a quello del moto

Per la seconda legge della dinamica

md =P+ N + Fj
Proiettiamo questa equazione lungo gli assi cartesiani ricordando
che P,=mgsenf e P,=—mgcos?f

m a, = mg sen 0 — ug N
{may:N—mgcose

a, = 0 perche’ non c’e’ moto lungo I'asse y quindi, come prima,
N = mg cos 6. La prima equazione diventa

ma, =mg sen 0 — pugmg — a; = g| sen 0 — g cos 0]

I’accelerazione e’ dunque minore del caso in cui l'attrito non c’e’.



a; =g| sen 0 — pg cos 0]

Supponendo che a ¢t = 0 il corpo
si trovi a  x(0) = 0, con velocita’
iniziale nulla (v,(0) = 0), integrando
una volta troviamo

dv, R /vx(w

t
A dvx:/to gl sen 0 — ug cos 0] dt,

quindi
v(t) = g ( sen 0 — pg cos 0)t.

Integrando ancora

_dr
dt

Uy

/ox(t) dr = /Ot g(sen 0 — g cos 0)t dt

1
x(t) = 59( sen 0 — pig cos 0) t*

Il corpo tocca terra quando x = ﬁ. Sostituendo nell’eq. oraria

h g ( sen 0 — g cos 0) t* 2 h

— —
sen 0 2 ~ \lgsene(senﬁ—udcosﬁ)

dall’eq. della velocita’ si trova

2 h
g sen 0 ( sen 0 — pgq cos 0)

_ \IZQh(sené’—udcosﬁ)JQQh(l_udcosé’)

sen 0 sen 0

v:(t) = g( sen 8 — ug cos H)J

A causa della presenza dell’attrito, la velocita’ di arrivo non e’
piu’ la stessa che abbiamo ottenuto nel caso che il corpo cada in
verticale.



RESISTENZA DEL MEZZO
Quando un corpo solido si muove in un fluido o in un gas, su di
esso agisce una forza di resistenza del mezzo. In generale le forze
di resistenza dipendono dalla velocita’ e dalla forma del corpo. Per
esempio nel caso di moto nell’aria la forza di resistenza puo’ essere
cosi’ schematizzata

1
FRzicpsz,

dove p €’ la densita’ del mezzo, A €’ I'area della sezione del
corpo tagliata da un piano perpendicolare alla velocita’ (sezione
trasversale) e C €’ detto coefficiente aerodinamico, che, in prima
approssimazione, si puo’ considerare costante e compreso tra ~
0.1,0.4].

%

A

—>

V

Dunque la forza di resistenza e’ proporzionale alla densita’ del
mezzo e al quadrato della velocita’ del corpo. Inoltre e’ tanto
piu’ grande quanto maggiore e’ la sezione trasversale del corpo;
per questo ad esempio gli sciatori si raggomitolano a uovo per in-
contrare meno resistenza.



VELOCITA’ LIMITE

Supponiamo che un corpo inizi a cadere da fermo, in aria. Per la
seconda legge della dinamica

1 1
ma:mg—§C'pA112 — a:g—2—C,0Av2
m

All’istante iniziale la velocita’ e’ zero, quindi il corpo accelera con
accelerazione g. Appena acquista una piccola velocita’, la forza di
resistenza diventa diversa da zero e 'accelerazione diminuisce un
po’. Il corpo quindi continua ad accelerare ma con accelerazione
minore di g. Man mano che la velocita’ aumenta, la resistenza
del mezzo cresce e quindi 'accelerazione del corpo diminuisce, ma
la velocita’ continua a crescere. Arriva pero’ il momento che la

velocita’ assume un valore tale che

1
mg—§CpAU2:O — a=0.

Da questo istante in poi I'accelerazione €’ zero, quindi la velocita’
rimane costante e pari al suo valore limite:

2m g
Vim = | 47—
: CpA



LAVORO DI UNA FORZA
Il lavoro e’ una grandezza fisica che esprime come ’energia venga
trasferita a un corpo tramite I'applicazione di una forza. Il la-
voro fatto dalla forza per spostare il punto di applicazione dalla
posizione A alla posizione B e’ pari a

LAB = /f F‘ : (fS
Il lavoro e’ una grandezza SCALARE

ds
%
z A — F =g
F
B
>
/ Y

X

In pratica si divide la traiettoria in tanti elementi d_:s, si esegue il
prodotto scalare tra ds elaforza F , e infine si sommano tutti
i contributi cosi’ ottenuti.

° se conosciamo istante per istante i moduli di forza e
spostamento e I’angolo tra loro

LAB:/;3 f‘-dﬁ’s:/lf F ds cos 6

da questa espressione si vede che il lavoro ¢’ POSITIVO se
I’angolo tra forza e spostamento e’ minore di  90°, e’ negativo
se e’ maggiore di  90°. Inoltre, se forza e spostamento
sono ortogonali, il lavoro e’ nullo

e  se conosciamo invece le componenti di forza e spostamento

LAB:/;3 F_"-dﬁs:/li3 Fydx + Fy;dy + F,dz



Dimensioni e unita’ di misura del lavoro

Il lavoro ha le dimensioni di una forza per uno spostamento, quindi
[L]=[Fs] = mlt 21 = [m1?t?
L’ unita’ di misura del lavoro €’ il Joule , pari a

1 Joule = (1 kg) (1 m?)/(1 s?)

Se vogliamo esprimere le grandezze fondamentali in centimetri,
grammi e secondi, allora 'unita’ di misura del lavoro si chiama

erg ,
lerg=(1g) (1 cm?)/(15s%

La relazione tra le due unita’ €’

1 Joule = (1 kg) (1 m?)/1 s®> = 10° g 10* cm?®/1 s* = 107 erg



ALCUNI ESEMPI
Lag = /f F.ds = /f F ds cos 0 = /f Fydx + Fydy + F,dz

Supponiamo che la forza sia costante

in questo caso 6 =0, quindi
Lap = sz Fdx =F ;de = F(xp—14)
Se la forza forma un angolo € con lo spostamento
F
2 A

XA XB

LAB:/;BFd:U cosﬁzF/szdx cos 0 = F (xg —x4) cos 0

si fa un lavoro minore del precedente.

Concludiamo che, se la forza e’ costante, il lavoro e’ semplice-
mente pari al modulo della forza per lo spostamento, per il coseno
dell’angolo tra i due.



LAVORO DELLA FORZA PESO

a) o b) o
4:7% A dS
P h|5
& S
B
b "4 B
Y

La forza peso €’ costante, quindi
Lip=mg-§
nel caso a) forza e spostamento sono paralleli, cos 6 =1
Lag =mg(yp — ya) = mgh

nel caso b) 'angolo tra la forza peso e lo spostamento ¢’ (90 — 6)
quindi  cos (90 —0) = sen 0; se AB=d

Lip=mgd sen 0,
ma d sen 6§ = h, quindi
Lag = mgh

come nel caso precedente! Discuteremo in seguito questa impor-
tante proprieta’ del campo gravitazionale.



LAVORO DELLA FORZA D’ATTRITO

a b Sy
) ﬁ) ) Fd N
? —_— A
d Vv \V;
S
A _|5> B E) ol S

B

B — —
LAB = /A F-ds
e la forza d’attrito dinamico e’ data da Fq = g N e quindi
e’ costante

e la sua direzione €’ la stessa del moto, ma il verso e’ opposto,
quindi ’angolo tra forza e spostamento e’

=7 — cosb=-—1

di conseguenza il lavoro della forza d’attrito e’ sempre negativo,
cioe’ €’ un lavoro resistente
nel caso a)
N =mg — Fy=pgmg
Lap=—pamg (sp—s4)
nel caso b)

N =mgcosa — F;=usmgcos «

Lap = —pamg (Sp— S4) cos «

quindi il lavoro €’ tanto minore quanto piu’ il piano €’ inclinato.



LAVORO DELLA FORZA ELASTICA
«~— X —>
O O e—— X
x| R/
:’ 0 "X

/

La forza elastica che agisce sul corpo NON e’ costante. Infatti, il
suo modulo e’ Fq = k x ed €’ diretta in verso opposto a quello
del vettore X che rappresenta I’allungamento (o 'accorciamento)
rispetto alla lunghezza a riposo. Quindi in questo caso I’angolo tra
forza e spostamento e’

0=m — cosb=—1,

e il lavoro fatto dalla forza elastica per spostare il corpo da x4 a
rg €

- 1 1
B __ [TB o TR o 2 2
Lp = » F-ds = /:CA —kxdx = —k /:cA rdr = —§k:cB+§kxA

Il lavoro della forza elastica e’ dunque sempre un lavoro resistente; il
lavoro che noi dobbiamo fare dall’esterno per allungare o accorciare
una molla di un tratto x sara’ uguale e contrario a quello della
forza elastica.



ANCORA UN ESEMPIO DI LAVORO
Supponiamo di dover tirare un corpo fermo alla base di un piano
inclinato, con velocita’ costante. Supponiamo che tra piano e corpo
ci sia attrito e che il coefficiente g = 0.3, e che la massa del
corpo sia m = 1 kg. Che forza dovremo applicare e quale lavoro
faremo se l'inclinazione del piano e’ « = 45° e la sua lunghezza
e’ di d=10m? (filo inestensibile di massa trascurabile)

F

NOTARE CHE: la fune ha il solo
scopo di trasmettere le forze, quindi
la forza F con cui si tira puo’ es-
sere immaginata come applicata di-

l_} rettamente al corpo.

Dato che la Velomta del COrpo. deve essere costante, a=20, edi
conseguenza ZF =0 > F+N+P=0.

Proiettando sull’asse y troviamo
0=N—mgcosf — N =mg cos 0,
e sull’asse x
0=F—-—mg senf —uqg N — F=mg(sen 0+ pug cosb)

F' ¢’ dunque la forza che dobbiamo applicare per tirare su il corpo
a velocita’ costante. F diretta nello stesso verso dello spostamento,
quindi 'angolo tra i due e’ zero e il coseno vale 1; inoltre la forza
e’ costante, il lavoro sara’ dunque

Lap=Fd=mg(sen 6+ puqcosb) d

Ora sostituiamo 1 numeri ricordando che sen45° = cos45° = 0.717

{F:mg(sen<9+udcos€):9.01]\f
Lip=F d=9.01 N x10m =90.1J



TEOREMA DELL’ENERGIA CINETICA
(o delle FORZE VIVE)

Quando un corpo €’ in movimento possiede un’ ENERGIA
CINETICA. Se il corpo e puntiforme, essa e’ cosi’ definita,

1
E. = -Mv?
2

come il lavoro, I’energia cinetica ¢’ una grandezza SCALARE.

Inoltre e’ sempre POSITIVA e ha le seguenti dimensioni
E=[mv*] = [mI*t7],

cioe’ ha le stesse dimensioni del lavoro. Questo fatto sug-
gerisce che tra le due grandezze debba esserci una relazione.

Dimostriamo ora che infatti questa relazione esiste, ed e’
Lap=AE; = Lap=EcB—Eca

vale a dire
Il lavoro fatto dalle forze che agiscono su un corpo e’
pari alla variazione della sua energia cinetica



Partiamo dalla definizione di lavoro e sostituiamo alla forza I’espressione

, dv
F=ma=m —,
dt
e allo spostamento 1’espressione ds = 7 dt
as= (% Fodoem[® (% 54
AB_/A ' S_m/A ar Y t
Notiamo ora che
d @) = d%+d?) 3}
—(v-v)=v - — — -
dt dt  dt
Dato che il prodotto scalare e’ commutativo (@ - b=b- @) ne segue
che U - Z—g = ‘é—g - ¥, quindi

LT . -
dt T\ dt '

Il termine che compare nell’integrale e’ dunque uguale a

B A _1dgp [P ) _1d
at ) T aqr Y at T o

quindi Lyp puo’ essere scritto come

1d 1 1 1
Lap=m AB 5%(v2)dt:§m/AB dv2:§mv%—§mv,24,
e cioe’
Lag = AE.

QED



UN ESEMPIO

Il teorema dell’energia cinetica e’ utile in particolare quando si
conosce la variazione di velocita’ di un corpo e se ne vuole conoscere
la posizione (o viceversa).

Per esempio, supponiamo che un corpo scivoli su un piano e che
ci sia attrito tra corpo e piano. Sia v(0) = vy = 20 m/s la
velocita’ iniziale del corpoe pug = 0.1 il coefficiente di attrito. Si
calcoli quanto spazio percorre il corpo prima di fermarsi.

s
0 Sen S

*

1 1
Lin=—-muve—-muv

Ricordando che la forza d’attrito e’ pari a Fy; = ug N e che
N = mg, siha che

Fy = pag mg.
Iy e’ costante e diretta in verso opposto alla direzione del moto,
quindi
L = /Osfm F.ds— — g MG S fin
quindi
—bqg Mg sfm:O—%mvg
da cui ) )
Sfin = 50 207 9041 m

29 g 2x 9.8 % 0.1



POTENZA
La potenza €’ il lavoro fatto nell'unita’ di tempo, quindi €’ una
misura della velocita’ con cui si fa lavoro e si trasferisce energia:

dL
W= —
dt

Dato che

L=[F-ds — dL=F-ds,

essendo ds = U dt,

il -
we_F .z
di !

ATTENZIONE: la POTENZA €’ una grandezza SCALARE

Le dimensioni della potenza sono
W] = [L)/[t] = m 1243
L’ unita’ di misura e’ il Watt , pari a
1 Watt =1 Joule/s

A volte si usa il Kilowattora, che ¢’ una misura di lavoro, e non
di potenza; infatti e’ il lavoro fatto da una data forza in un’ora.



MOTO ARMONICO

Discutiamo le caratteristiche del moto armonico utilizzando il seguente
esempio: un corpo di massa m e’ attaccato a una molla, di massa
trascurabile e costante elastica k, vincolata a una parete. All'istante

t = 0la molla viene allungata di un tratto xg e viene poi rilasciata
con velocita’ iniziale nulla, v(0) = 0.

y X
—

Nella direzione y agiscono la reazione vincolare, N e la forza peso.
Sono uguali e opposte, quindi a, = 0. Nella direzione x agisce
la forza elastica F¢ =k x, diretta in verso opposto a quello
del vettore X che rappresenta l’allungamento(o 1'accorciamento)
rispetto alla lunghezza a riposo. Proiettando la seconda legge della
meccanica sull’asse x, abbiamo quindi

ma, = —kx
z(0) = zg
v:(0) =0

Notare che ’accelerazione in questo caso non e’ una funzione del
tempo ma della posizione, quindi non puo’ essere integrata diret-
tamente per ottenere velocita’ e equazione oraria. COME FARE?



z(0) = xg
v,(0) =
Dato che
dv, dz d’x
Uy = e Vo = — Uy =5
possiamo riscrivere I’equazione nella forma
d’x k
@ m "
e cioe’
d?x
a2 = —cost X,
dove cost = —.
m

Ogni volta che si ha un’equazione in cui la derivata seconda di
una funzione e’ uguale a meno la funzione stessa, moltiplicata per
una costante, la sua soluzione ¢’ un moto armonico

z(t) = A cos (wt+ @) (5)

dove A e ¢ sono due costanti che dipendono dalle con-
dizioni iniziali, mentre, come ora vedremo, w e’ legata alla
costante che compare nell’equazione, cioe’ dipende dal partico-
lare sistema che consideriamo. Verifichiamo che la (5) sia soluzione
dell’equazione del moto armonico sostituendola direttamente. A
tale scopo calcoliamone la derivata prima e seconda

{ng—_wAsen (wt +¢),

‘Cll—i%:—szcos (Wt +¢) = —w? x

quindi la derivata seconda di z €’ pari a meno w? volte .



. ) d?x
equazione del moto armonico a2 —cost X,

soluzione presunta z(t) = A cos (wt+ @)
d*x

derivata seconda — —w?zx

: : t>
Sostituendo la derivata seconda nell’equazione del moto armonico
troviamo
—w? r = —cost z — w =+ cost
Quindi

z(t) = A cos (Wt + @)

e’ soluzione dell’eq.
d?x ¢
—— = —cost x
dt? ’

se w = y/cost.

w viene detta PULSAZIONE.

2

Nel caso della molla d—X — —E X,
dt? m

k

w=,—

m

Per trovare le due costanti A e ¢, dobbiamo utilizzare le
condizioni iniziali.



. ) d?x
equazione del moto armonico a2 —cost X,

soluzione z(t) = A cos (wt+¢) con w =+/cost

Calcoliamo la derivata di =~ z(t)

v, (t) = Ccll—f = —w A sen (wt+ @),

e calcoliamo xz(t) e v,(t) all'istante ¢t = 0

z(0) = A cos (¢)
v:(0) = —w A sen (¢).

Ora dobbiamo imporre le condizioni iniziali, che nel caso dell’esempio

()

della molla sono:

quindi

A cos () =z
—w A sen (¢) =0.

Dalla seconda ricaviamo che  sen (¢) = 0, cioe’ ¢ = 0. Di
conseguenza, la prima equazione diventa

A:.TO

In conclusione, 'equazione oraria che descrive il moto armonico

della molla ¢’
k
z(t) = X cos ( t) :
m



z(t) = xo cos (\/ cost t) :

coswt ,
3 — | —
2
1-
_1 P \S 0 18§ 20 25 8O ¢
-2-
-34
Definiamo
PERIODO
il tempo impiegato a compiere un’oscillazione completa, cioe’
2
wl =921 — T="1
w
e nel caso della molla
T — 2T
— \/—E
Definiamo
FREQUENZA
I'inverso del periodo
1
e



Supponiamo che le condizioni iniziali siano diverse da quelle im-
poste prima, per esempio

ma, = —kx
z(0) =0
Ux(o) = Vo

cioe’ all’istante iniziale la massa e’ nell’origine e le viene impartita
una velocita’ iniziale vy. Cosa cambia nella soluzione? Il valore
di w non cambia, perche’ non dipende dalle condizioni iniziali;
cambiano invece A e ¢; infatti avremo

z(0) = A cos (¢) =0
dz

E(t =0) = —w A sen (@) = vy,

Dalla prima ricaviamo che cos (¢) = 0, cioe’ ¢ = 7/2. Di
conseguenza, la seconda equazione diventa,

Vo
—wA:’U() — A=—
w

In conclusione, in questo caso l'equazione oraria che descrive il
moto armonico della molla €’

a:(t):%cos (Et+g) — a:(t):%sen ( Il;t)



DIFFERENZIALE DI UNA FUNZIONE

Sia data la funzione f(x) graficata in figura

OO
f(x+dx)
df
f(x) 8y df = f(x + dx) — f(x)
X x+dx x>

La variazione df della funzione trai punti x e x+dx , che
chiamiamo differenziale e’, a meno di infinitesimi di ordine su-
periore, uguale a

df = dx tan 6.

Per calcolare df devo dunque calcolare tan 6. Ma questo e’ pos-
sibile, perche’ sappiamo che tan 6 € la derivata di f(x), cioe’

df
tan 6 = &,

df
df = [— | dx.
(dx) x

Questo concetto si generalizza immediatamente se f €’ una
funzione di piu’ variabili, per esempio f(x,y). In tal caso la
sua variazione quando si va dal punto P = (x,y) al punto
P’ = (x + dx,y + dy) € data dalla somma delle variazioni rispetto
alle due coordinate

of of
df = (8—X> dx + <@> dy

<8f of
dove |— —
0x oy

tenendo fisso x. Si usa il simbolo 0, proprio per indicare che

) e’ calcolata tenendo fisso y e ( ) e’ calcolata

si sta facendo la derivata parziale della funzione rispetto a una
delle variabili, tenendo costanti le altre.



ESEMPI

o f(z)=32"+2*+2;

calcoliamo la derivata

ﬁ — 92° + 2x
dx

quindi il differenziale €’

df = (9:172 + 2:1:) dx.

o f(z,y)=2z%+ 5y* + 3ux;

calcoliamo le derivate parziali rispetto ax ey

of of
—_— = —:1
9 dx + 3, oy Oy

quindi

df = (4z + 3) dz + (10y) dy.



IMPORTANTE: I’integrale del differenziale di una fun-
zione tra i punti A e B e’ uguale alla funzione calcolata
in B meno la funzione calcolata in A, cioe’ €’ uguale
alla variazione della funzione tra A e B

by 1

[ df = £(B) — f(A)

INOLTRE:Pintegrale del differenziale di una funzione
su un ciclo, cioe’ su un percorso chiuso che parte da
A e termina in A, €’ zero

[ df = f(A) —f(A) =0

ty




FORZE CONSERVATIVE
Una forza si dice conservativa quando il lavoro che fa
per spostare un punto materiale da A a B non dipende
dal percorso, ma solo dalla posizione iniziale e finale.

Y 1 Lap=[, F-ds
A per es. presi due percorsi qualsiasi
A 2 traAeB

L 4

X Lag(lungol) = Lap(lungo?2)

Questo implica che se la forza e’ conservativa, il lavoro su un ciclo
e’ zero; infatti

A
y 1
Lap(lungol) = —Lpa(lungo2)
A 9 3 quindi
> Lag(lungol) + Lpa(lungo2) = 0.

Quindi possiamo anche dire che una forza e’ conservativa
quando il lavoro che essa compie in un ciclo e’ nullo.
Da quanto detto sui differenziali segue che, se la forza e’ conser-
vativa, F-ds deve essere il differenziale di una funzione, che
chiameremo —U (la ragione del segno meno si capira’ tra breve),
cioe’

F.ds=—dU:
La funzione U ¢ PENERGIA POTENZIALE.
In conclusione, se la forza e’ conservativa il lavoro che
essa compie tra A a B e’ uguale a meno la variazione
di energia potenziale

Lap=[, F-ds=—AU coe Lag=U(A) - U(B).



ESEMPI DI FORZE CONSERVATIVE

.« F—mg
1)_ A Supponiamo che un grave venga
3 spostato dal punto A al punto B
h seguendo due diversi cammini. Calco-
I R, A liamo il lavoro fatto dalla forza peso.
B
1) oT
YA — 1t A
~ LS%; = /AB mg - d_:g
y
a1 B = [,7 mg dy = mg (ys — ya)
Y~
2) o h=y - vy In questo caso
A
hi =
P 8’\ Leop =0 perche’ lungo BC forza
Yi B ° < C e spostamento sono perpendicolari.

Lungo il tratto AC
Lo = /AC mg ds cos(g —0) = mgd sen 0 = mg (Yyg — ya)

Quindi nonostante i percorsi siano diversi, il lavoro compiuto dalla
forza peso €’ lo stesso. Si puo’ verificare che questo e’ vero per

. . :
qualsiasi percorso tra A a B. Concludiamo che la forza peso e
conservativa.



o F, = —k&

Supponiamo che un corpo di massa m attaccato a una molla di
costante elastica k e massa trascurabile, venga spostato dal punto
A al punto B seguendo i due diversi cammini riportati sotto. Cal-
coliamo il lavoro fatto dalla forza elastica nei due casi (ricordiamo
che la forza elastica e’ sempre diretta in verso opposto allo sposta-

mento)
I
SE—
)
A B X
B 3 7. TB 1 2 1 2
LAB:/CCA F-ds=— » ka:da::—§ka:3—i—§k:vA

Supponiamo ora che la massa m venga portata da A a C e poi da
CaB

) \

-
)

In questo caso il lavoro totale sara’ L = Lo+ Lep

{LAC = — ;¢ kxdz = —%kx% + %kxa

1 5, 1. 5

Quindi anche il lavoro della forza elastica non dipende dal percorso,
ma solo dagli estremi, pertanto la forza elastica e’ conservativa.



COME SI CALCOLA L’ENERGIA POTENZIALE?
Data una forza conservativa, ’equazione che ci permette di calco-
lare I'energia potenziale €’

Lag=[, F-ds=—[U(B)—U(A).

Questa equazione dice che se vogliamo sapere qual ¢’ la varia-
zione di energia potenziale tra i punti A e B, dobbiamo cal-
colare il lavoro che la forza conservativa farebbe per spostare un
punto materiale da A a B.

Attenzione: con questo sistema possiamo calcolare solo differenze
di energia potenziale, ma come vedremo, sono solo quelle che ci in-
teressano. Quindi in pratica fisseremo una posizione di riferimento,
e calcoleremo differenze di energia rispetto a quella.

Per esempio, consideriamo il caso della forza elastica, e fissiamo
come livello di riferimento rispetto a cui calcolare I’energia poten-
ziale la posizione x =0 (molla a riposo).

A

X X

Il lavoro fatto dalla forza per portare il corpo dalla posizione z = 0
alla generica posizione x €’

x 1
Ly, = — /0 kxdx = —ika:Q quindi

_[U(x) = U(O)] = —%/{:xQ S Ux) = %kxz +U(0)



In maniera analoga possiamo calcolare I'energia potenziale del campo
gravitazionale nelle vicinanze della terra.

Abbiamo visto prima che qualsiasi sia il percorso seguito per an-
dare da A a B, il lavoro fatto dalla forza peso e’ sempre uguale a
mg x (differenza di quota) tra la posizione finale e iniziale.

Inoltre e’ positivo se il corpo cade, negativo (resistente) se sale.

Se fissiamo come livello di riferimento la superficie della terra, che
porremo a y = 0, e supponiamo che il grave parta da una quota y,

Y A
—>
I+
0
VIO IITIPIId4

il lavoro fatto dalla forza peso per portare il graveda y a y =0
sara’
Ly =mgy, — —[U(0) = U(y)] = mgy

quindi
U(y) = mgy + U(0)

Come si vede da questi esempi, ’energia potenziale e’ definita a
meno di una costante, che €’ il valore che essa ha al livello che
si prende come riferimento.

Ricordiamo inoltre che I’energia potenziale ha le stesse dimensioni
del lavoro, cioe’ [U] = ml1*t~2.



APRIAMO UNA PARENTESI.

Nella pagina precedente abbiamo parlato di campo gravitazionale.
Cosa significa?

innanzi tutto distinguiamo:

campo scalare

in una regione di spazio, o in tutto lo spazio, esiste un campo
scalare quando, in ogni punto esiste, ed e’ definita, una grandezza
scalare. Per esempio in una stanza c’e’ un campo di temperatura;
essa puo’ essere la stessa in tutti i punti, se non ci sono sorgenti

di calore, o variare da punto a punto (per esempio se ¢’e’ un camino)

Campo vettoriale

in una regione di spazio, o in tutto lo spazio, esiste un campo vet-
toriale quando, in ogni punto esiste ed e’ definita una grandezza
vettoriale. Per esempio parliamo di campo gravitazionale della
terra perche’ un corpo di massa m, posto in un punto qualsiasi
dello spazio, sara’ soggetto alla forza di attrazione gravitazionale
esercitata dalla terra. Ovviamente la forza sara’ tanto piu’ intensa
quanto minore e’ la distanza dalla terra.

Torneremo in seguito sul concetto di campo. Per ora accontenti-
amoci di questa definizione.



Finora abbiamo incontrato due equazioni che descrivono come il
lavoro fatto da una forza venga convertito in energia:

1) LAB — AEC?

che mostra la relazione tra lavoro e energia cinetica (E, = smv?)
Ricordiamo che questa legge vale SEMPRE, qualsiasi sia la forza
in questione.

2) Lip = —AU.

Questa equazione, a differenza della precedente, vale solo se la
forza ¢’ CONSERVATIVA. Essa mostra come il lavoro fatto

da una forza conservativa sia equivalente a una variazione di energia
potenziale.

Se siamo in presenza di forze conservative queste due
leggi valgono simultaneamente

{LAB:AEC

PN, AE, = —AU

4
E.(B)—E.A) = —-U(B)+U(A) cioe’ E.(B)+U(B) = E.(A)+U(A)

La somma dell’energia cinetica + energia potenziale e’ detta
energia meccanica

E=E.+U.
Essendo gli stati A e B del tutto generici, I’equazione
E(B)+U(B) = E(A) + U(A)

esprime dunque

LA LEGGE DI CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA
MECCANICA



IN UN CAMPO DI FORZE CONSERVATIVO
L’ENERGIA MECCANICA SI CONSERVA

E.(B)+U(B)=E/(A)+U(A) — FE=cost

Vale a dire: un dato corpo avra’ un’energia cinetica che gli deriva
dal fatto che si muove con una certa velocita’, e un’energia poten-
ziale che gli deriva dal fatto che occupa una certa posizione in pre-
senza di una forza conservativa. Man mano che il corpo si muove,
una delle due forme di energia puo’ diminuire e I’altra aumentare,
ma la loro somma deve rimanere costante.

ESEMPIO: Lanciamo una palla dal livello del suolo, con velocita’
iniziale vy, e vediamo a che quota si ferma

y th —_— Ricordiamo che I'energia potenziale
max | gravitazionale e’
Yo
t U(y) = mgy + U(0)
> X

Se trascuriamo la resistenza dell’aria, che non €’ una forza conser-
vativa, possiamo applicare la legge di conservazione dell’energia
meccanica tra lo stato iniziale (la palla viene lanciata), e lo stato
finale (la palla raggiunge la massima quota con v = 0)

1
5777/08 + U(0> = MGYmaz + U(O) + 0
2
o : . \'&
da cui ricaviamo immediatamente Vax = 20
g

Naturalmente allo stesso risultato si poteva arrivare applicando la
seconda legge della dinamica F= ma, e ricavando le equazioni
del moto; tuttavia e’ piu’ conveniente applicare la conservazione
dell’energia quando si vogliano mettere in relazione velocita’ e
posizione.



YA Riscriviamo la conservazione

yma:("___—l dell’energia tra listante iniziale
! V. e un generico istante in cui la palla si
t 0 trova alla quota y con velocita’ v, e
> X sta o salendo o scendendo
1, 1, 1o, 1
5 MY + U(0) = g +mgy + U(0) — 5 My = 5 mu” +mgy

Una considerazione importante. Da questa equazione si
vede che man mano che il corpo sale, siccome la sua energia poten-
ziale aumenta, quella cinetica deve diminuire, perche’ la loro somma
deve rimanere costante e uguale a ymu?.

L’energia potenziale diventa massima nel punto in cui il corpo
si ferma per poi cominciare a ridiscendere: a questo punto tutta
I’energia cinetica si e’ trasformata in energia potenziale.

Nella fase di discesa, ’energia potenziale diminuisce e quella ci-
netica aumenta, fino a raggiungere il valore iniziale %mvg quando

tocea il suolo.

Si capisce ora perche’ abbiamo definito I’energia potenziale con
il segno meno: questo ci consente di definire I’energia meccanica
come somma delle due energie in modo tale che I'aumento di una
avvenga a spese dell’altra e viceversa.

Si vede inoltre che la costante U(0) non e’ essenziale: nei bilanci
energetici essa si semplifica.



Che relazione c’e’ tra ’energia potenziale e la forza
conservativa?

Supponiamo che un corpo si muova su un piano, sotto ’azione di
una forza che dipende dalla posizione, cioe’ F = F‘(X, Y)

yl\ B
FF

Il lavoro della forza sara’

LAB:/AB F:dS

N
-

X
Abbiamo visto che in generale questo integrale dipende dal parti-
colare percorso fatto per andare da A a B; tuttavia, se la forza e’
conservativa esistera’ la funzione energia potenziale tale che

Lap=[, F-ds=—[, dU.
dove, per la definizione di differenziale

v = 7 (55) e (Gy) o

D’altra parte, svolgendo il prodotto scalare che compare nel lavoro
si ha
B = = B
L B:/A F-ds:/A Fydz + Fydy,
dove Fx e Fy sono le componenti della forza lungo 'asse x e

y. Confrontando le due equazioni si vede che la relazione tra forza
conservativa e energia potenziale €’

ou ou
Fr=—pg o Fy=—s—



Quali informazioni ricaviamo dal grafico dell’energia
potenziale? Consideriamo ad esempio I'energia potenziale ela-

stica

y ré

Uz) = —%kaﬂ +U(0)

<\

U M
() dU g —» F=0

cx
diJ
dy >0
dx <0 de
< i(

—
F=0 F<O

In questo caso I’energia potenziale e’ funzione solo di . Ricordiamo
che la relazione tra la forza conservativa e I'energia potenziale e’

al
F=———
dz’
e che il corpo si muove lungo I’asse x. Dal grafico si vede che
dU
e Se U decresce, — <0 —> F>0
X
cioe’ la forza ha lo stesso verso dell’asse x.
dU
e Se U cresce, —>0 —- F<O0
X
cioe’ la forza ha verso opposto all’asse x.
dU
e Se U ha un minimo, d—:0—> F=0
X-

il valore di x per cui U ha un minimo €’ una posizione di
equilibrio.



RIEPILOGANDO: F = —d—U

dx
Se U decresce, du <0 —- F>0
dx
Se U cresce, d—U>0—> F<O0
dx

Se U ha un minimo, un massimo, o un flesso

dU
si ha un punto di equilibrio dx 0 - F=0

X

Distinguiamo 1 vari casi:

U(x) MINIMO: La posizione si dice
N : rer e . : .
\/ di equilibrio stabile, perche’ se si
sposta il corpo verso destra o verso

> ginistra la forza tendera’ a riportarlo

F F nella posizione di equilibrio.

UG MASSIMO: La posizione si dice

di equilibrio instabile, perche’ se

/ \ si sposta il corpo verso destra o verso

” > X> sinistra la forza tendera’ ad allonta-
F F narlo dalla posizione di equilibrio.

FLESSO: oltre alla derivata prima
U(x) A ?1112(3{}}6 la derivat%(xi %econda si annulla:
T La posizione si dice di equilibrio in-
} > differente, perche’ per piccoli sposta-
X menti rispetto a questa posizione la

forza rimarra’ uguale a zero.



Supponiamo che un corpo sia soggetto a forze conservative la cui
energia potenziale abbia il seguente grafico

Um
u(o)
Un .
2aS >
0 Xm. x — x
I = F

Poniamo il corpo, che e’ vincolato a muoversi sull’asse x, in x = 0.
Che velocita’ iniziale dobbiamo impartirgli affinche’ riesca a supe-
rare il punto x = xm”?

1) Supponiamo che la velocita’ iniziale sia nulla: 1’energia mec-
canica del corpo allora €’

E=U(0)

Questa energia deve rimanere costante per tutto il moto. In x = 0
il corpo e’ soggetto a una forza che lo spinge verso xy,, dove
arrivera’ con velocita’ vy, tale che

1

Xm € una posizione di equilibrio, perche’ la forza e’ zero,
pero’

ATTENZIONE: questo non vuol dire che il corpo si fermall
Vuol solo dire che in quella posizione il corpo non subisce accele-
razioni; quindi se ci arriva con una certa velocita’proseguira’; se
invece venisse messo in X, da fermo, allora rimarrebbe in quiete
(prima legge della meccanical)



Um
u(o)
Un .
<
ol 5 Xm <« x — %
F S EF 7M™ F

Dato che il corpo arriva in X, con velocita’ vy,, prosegue il suo
moto, ma appena supera Xy, la forza cambia verso e lo frena, fino
a farlo fermare nel punto x’ tale che la sua energia meccanica sia,
di nuovo uguale a quella iniziale U(0). A questo punto la forza lo
accelera indietro riportandolo in x = 0, dove arriva con velocita’
nulla, e cosi’ via. Dunque se vg = 0 il corpo non arriva in Xpp.

2) Supponiamo che la velocita’ iniziale sia vg # 0. In questo
caso il corpo avra’ a disposizione un’energia meccanica maggiore

1
FE = U(O) + im’l}?)

Questa energia deve rimanere costante per tutto il moto, quindi se
vogliamo che il corpo arrivi in xp; e li’ si fermi, dovra’ essere tale
che

1
U(O)+§mv(2):UM+O

da cui |
émvg = Uy — U(0)

I’energia cinetica iniziale deve essere pari alla differenza
di energia potenziale tra la posizione iniziale e quella
del massimo. Se I'energia cinetica impartita all’inizio e’ legger-
mente maggiore, il corpo arrivera’ in Xp; con una piccola energia
cinetica residua e superera’ Xpy.



Si puo’ scrivere una legge di conservazione dell’energia
in presenza di forze non conservative?

Supponiamo ad esempio che un corpo scivoli su un piano inclinato
e che ci sia una forza d’attrito fd tra il piano e corpo

Yy L =
F, N
In questo caso il lavoro
h totale compiuto dalle forze sara’
%
P&
™~
X

Ltot — Lpeso + Lreazione vine. T Lattrito

Dal teorema dell’energia cinetica, che vale SEMPRE, sappiamo
che il lavoro totale delle forze e’ uguale alla variazione
di energia cinetica, L;;= AFE., quindi

AEC — Lpeso + Lreazione vine. T Lattm’to

e Il lavoro della reazione vincolare N e’ nullo, perche’ N ¢’
perpendicolare allo spostamento.

e il lavoro della forza peso e’ pari a meno la variazione di ener-
gia potenziale gravitazionale, perche’ la forza e’ conservativa
Lpeso — _AUgrcw-

Quindi scriveremo
: )
AEC — _AUgmv + Lattrito € clO€ AE’C + AU!JTGU = Lattrito

Questa e’ una legge di conservazione dell’energia generalizzata. In
pratica vediamo che una parte dell’energia meccanica (energia ci-
netica+ energia potenziale) deve essere utilizzata (dissipata) in la-
voro dell’attrito.



SOMMARIO

e Una forza si dice conservativa quando il lavoro che
fa per spostare un punto materiale da A a B non
dipende dal percorso, ma solo dalla posizione ini-
ziale e finale o, equivalentemente,
una forza e’ conservativa quando il lavoro che essa
compie in un ciclo e’ nullo.

e se una forza e’ conservativa, esiste una funzione
che chiamiamo energia potenziale tale che

Lap=/, F-ds=-AU coe Lag=U(A) - U(B)

e [energia potenziale e’ legata alla forza conserva-
tiva dalle relazioni

ou ou ou
BT o Tay BTy

e In presenza di forze conservative vale LA LEGGE
DI CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA MECCA-
NICA

AE.+ AU =0

0 equivalentemente
E.B)+U(B)=E.A)+U(A)

e In presenza di forze conservative e non conserva-
tive
AEC + AU = Lforze non conservative



QUANTITA’ DI MOTO

Dato un punto materiale di massa m e velocita’ v, definiamo il
vettore quantita’ di moto

q=mv

La quantita’ di moto ha stessa direzione e stesso verso della
velocita’.
Nota: in alcuni testi la quantita’ di moto viene indicata con p.
Noi la indicheremo con  per evitare confusioni con la forza peso.
La seconda legge della meccanica F=ma si puo’ cosi’ general-
izzare:
La forza che agisce su un punto materiale e’ uguale
alla derivata della sua quantita’ di moto

Fod

dt

in questo modo si include la possibilita’ che la massa del corpo
possa cambiare; infatti

- dq - d(mv) dm dv
F=— —- F= = Uv+m —
dt dt dt dt
Si vede subito che se la massa e’ costante ‘il—rt” = 0 e questa

—

equazione si riduce a F = ma.

Come vedremo tra breve, il concetto di quantita’ di
moto sara’ particolarmente utile nello studio del moto
di un sistema di punti materiali.

—

- d
Se F:0—>d—11:0—>(1':cost

Se su un punto materiale non agiscono forze, o se agis-
cono forze la cui risultante e’ nulla, la quantita’ di
moto rimane costante



L’ IMPULSO DI UNA FORZA

Dalla seconda legge della meccanica scritta in funzione della quan-
tita’ di moto, si ricava la seguente relazione

F=— — Fdt=dq

quindi ogni volta che al punto materiale si applica una forza per
un tempo infinitesimo dt, si avra’ una variazione infinitesima della
quantita’ di moto dq. Se la forza e’ applicata al corpo per un
intervallo finito di tempo At, sara’ valida la relazione

At = CT mn 3 — — —

La quantita’ /OAt Fdt viene detta IMPULSO della forza
J= /OAt ﬁdt;
possiamo dunque dire che 'impulso della forza che agisce

su un punto materiale e’ uguale alla variazione della
sua quantita’ di moto

—

J = AG.

Essendo le dimensioni dell'impulso quelle di una forza per un tempo,
I'unita’ di misura sara’ Newton X secondi.



ESEMPIO

A un punto materiale di massa m =1 kg, che si muove con
velocita’ costante vo = 3m/s, viene applicata, nella stessa di-
rezione del moto, una forza variabile nel tempo F(t) = at + b,
cona=1N/seb=2 N. Calcolare la velocita’ del punto dopo 4
secondi.

P e

Dall’equazione che lega impulso e quantita’ di moto si ha

J=[" Fdt=Aq

Essendo la forza diretta come Vg, essa determinera’ solo una
variazione del modulo della velocita’; quindi

J=Aq = J=mvup, — myy = mAv.

La variazione di velocita’ sara’ dunque

Av:i.

m

Calcoliamo il modulo dell'impulso

J = [MFdt= [T (t+2)dt = %t2+2t OM
_ %(At)2+2(At):%(4)2+2><(4):16N-s
Quindi
Av = 6N - =16m/s = vpp, =v9+Av =34+16 =19 m/s.

1 kg



Vogliamo descrivere il moto di un sistema di punti
materiali soggetti a forze esterne e interne

A Z

Nell’esempio descritto in figura le forze esterne sono le forze peso
agenti sui corpi di massa mq, mo e m3. Le forze interne sono le
forze elastiche dovute alle molle che collegano le coppie (m,ms) e
(mg,m3). Siano q1, ¢ e @3 le quantita’ di moto dei tre corpi

q1 = myvy, g2 = Mav2, g3 = Mmsvs,

e scriviamo la seconda legge della meccanica per ciascun punto
materiale

L o= dq
+ Fo = —
P1 21 i p
< + Fig + F59 = —
D2 12 d33 dt
- = q3
+ Fog3 = —
\p3 23 di

Ora sommiamo le tre equazioni

F F F Foal =
{P1+pa+ D3} + [For + Fio + F3o + Fbs) 7 + 7 + 7




A Z

F F F Foal =
{p1+ Do+ p3} + [For + Fio + F3o + Fys) gt + 7t + gt

Notiamo che a primo membro il termine tra parentesi graffe e’ la

somma delle forze esterne, mentre il termine tra parentesi quadre
e’ la somma delle forze interne
ext — — — it n n n n

Y. FY = p1+ Do+ p3 Y. B = Foy + Fio + Fso + Fas
i=1,3 i=1,3
F5 € la forza che my esercita su mq, Fis € la forza che my
esercita su my. Per la terza legge della meccanica esse hanno stesso
modulo, stessa direzione e verso opposto: la loro somma e’

zero! Analogo discorso vale per le forze tra le masse 2 e 3, quindi

i=1,3
Allora se definiamo la quantita’ di moto totale del sistema

—

Q=a¢+¢+ g
I’equazione che descrive il moto del sistema diventa
dQ
dt

Questa e’ la seconda legge della meccanica generaliz-
zata a un sistema di punti materiali.

S Fext —
- 1
1



Un modo alternativo di scrivere la seconda legge della
meccanica per un sistema di punti materiali.
Chiamiamo centro di massa di un sistema di punti materiali il
punto cosi’ definito

Xi My T (Zi m; Tp X My Y i My Zz)
_ Y Y
Mtot Mtot Mtot

dove Mot = X3 m; €’ la massa totale del sistema.

%

? r2 X Per esempio,se due masse
[ Lol .2 ) my =1kg e my=38 kg,

. Y sono situate sull’asse x in

Té r1=1cm, exy="7cm,

14 56
To = SO = 6.3 cm.
9

Se tre punti materiali
mi1=1kg, mo=2kg, m3=56 kg,
stanno su un piano, e le loro coordinate in ¢cm sono

my = (2,1), my=(1.8,2.5), ms=(3,3)

come in figura, la posizione del centro di massa sara’

Y A
2 T 2+ 3.6+ 18
' =g 26
1+54+18
1 yG:—+ + = 2.7 em
9
0 x.'

Si vede dunque che il centro di massa sta sempre nella zona con
maggiore concentrazione di massa.



Centro di massa di un sistema di punti materiali

Calcoliamo ora la velocita’ del centro di massa, facendo la derivata
di 7y rispetto al tempo e supponendo che la massa non cambi

]

quindi

1 — —
’(_7 == — — M U .

Vediamo dunque che la quantita’ di moto totale del sistema e’

uguale alla quantita’ di moto del centro di massa, immaginato
come un ”’ particellone” con massa pari a quella del sistema, che
si muove con velocita’ vg.
Torniamo ora alla seconda legge della meccanica scritta per un
sistema di punti materiali

> ﬁext _ dQ
ewt — 2%
i dt
Da quanto detto si vede subito che, definendo Ff%" = 5; Ff
ext G ext =
il sistema nel suo insieme si muove come se fosse un’unico punto

materiale di massa Mo concentrata tutta nel centro di massa,
a cui e’ applicata la risultante delle forze esterne.



Teorema dell’energia cinetica per un sistema di punti
Abbiamo visto che

d’UG
dt

Quindi il lavoro fatto dalla risultante delle forze esterne e

—ext —
Ftot = MtotaG Mtot

Y

Bd?}G -

Lig = [, Fet - ds = My [ . ds.

Assumiamo che il sistema stia traslando rlgldamente. La risultante
delle forze esterne e’ applicata al centro di massa, come se il sistema
fosse un’unica particella che si muove con velocita’” ¥g, quindi
ds = Ug dt, e sostituendo nell’integrale scritto prima,

B dv
Liot = My / — 2 G dt.

Ricordando che (si veda la dimostrazione del teorema dell’energia
cinetica per un punto materiale)

dig , 1 dvg,
VG = >
dt 2 dt

1 B 1 1
Liot = §Mtot /A d?)é = §MtotvéB - §Mtot7)?;’A = AE,,

dove FE,. €’ l'energia di traslazione del centro di massa, pari a

1
Ec — éMtotvé

Concludiamo che il lavoro totale fatto dalle forze
esterne che agiscono su un sistema di punti €’ pari alla
variazione di energia cinetica di traslazione del centro
di massa



CONSERVAZIONE DELLA QUANTITA’ DI MOTO
per un sistema di punti

. dQ
F_ext _ %
=y
Se
Z Fviext _ O,
dQ -

— =0, — = costante
dt Y/ Q

Se la risultante delle forze esterne agenti su un sistema
e’ zero, la quantita’ di moto totale si conserva.
Attenzione: puo’ accadere che solo una delle componenti della
risultante delle forze esterne lungo un asse coordinato si annulli e
le altre no. In tal caso si conservera’ solo la componente corrispon-
dente della quantita’ di moto totale.
Inoltre: dato che la quantita’ di moto totale e’ uguale alla quan-
tita’ di moto del centro di massa, se la risultante delle forze esterne
e’ zero, la quantita’ di moto del centro di massa, e quindi la sua
velocita’, rimane costante:

> Ee$t = Mtoti?l)—f, se > F’f” =0 — Ug = costante

7 7
IMPULSO: come abbiamo fatto per il punto materiale, possiamo
definire I'impulso che una o piu’ forze cedono a un sistema di punti
materiali

J= [ F&dt = AQuot
L’impulso di una forza esterna che agisce su un si-

stema di punti materiali e’ uguale alla variazione della
quantita’ di moto totale del sistema



ESEMPIO

Un cannone di massa M = 100 kg fermo su un piano orizzontale
privo di attrito, spara una palla di massa m = 5 kg con una ve-
locita’ iniziale vy = 100 m/s rispetto a terra. Calcolare la velocita’
di rinculo del cannone.

AY 1) AY 2)

X

La risultante delle forze esterne e’ zero, perche’ lungo I’asse y ci sono
la forza peso e la reazione vincolare che hanno risultante nulla, e
lungo I’asse x non c’e’ nessuna forza; di conseguenza, la quantita’ di
moto totale del sistema (cannone + palla) si conserva. Limitiamoci
all’analisi del moto lungo x, dato che non ¢’e¢’ moto lungo y:

e 1) Prima dello sparo il sistema e’ fermo: Q. = ¢5 + ¢& =

e 2) Al momento dello sparo cannone e palla acquistano rispetti-
vamente velocita’ V e vy, quindi Q.. = ¢ + q? = M V + muy;

per la conservazione della quantita’ di moto, Q. deve essere zero

m 5
M pu— = —— p— ——1 - —
V4+muyg=0 — V 27 V 100 00 5m/s

il segno meno sta ad indicare che il cannone si muove nel verso
negativo dell’asse x.



COSA CAMBIA SE C’E ATTRITO?

AY 1) AY 2)
V Vo

X

In questo caso lungo 'asse x agira’ la forza Fy, e la risultante delle
forze esterne non sara’ nulla.

Tuttavia se consideriamo due istanti di tempo vicinissimi: uno
prima dello sparo, I'altro dopo lo sparo, l'intervallo dt tra i due
puo’ essere considerato piccolissimo, e I'impulso ceduto al sistema
dalla forza di attrito sara’ in modulo

dJ = Fy dt.

In conseguenza di questo impulso, il sistema subira’ una variazione
di quantita’ di moto pari a

dQ = F dt.

Possiamo assumere che Fj sia costante nell’intervallo dt, quindi se
dt e’ infinitesimo, I'impulso ceduto e’ trascurabile e di conseguenza

d@) ~0 — () = costante.

Quindi possiamo continuare ad applicare la legge di conservazione
della quantita’ di moto come fatto prima.



URTI
Definiamo urto l'interazione tra due (o piu’) corpi che avviene in
un intervallo di tempo 7 cosi’ piccolo che

e Si puo’ trascurare I'impulso delle forze esterne
j’e:rt _ /t"'T Fe:rt dt ~ 0
quindi la quantita’ di moto del sistema si conserva

e tra i corpi che urtano si generano coppie di forze azione-reazione
molto intense tali che

j21:/t+T Fzmdt, <712:/t+T Fmtdt e Jy+Jip=0

A~ 1.2 w
I=¢ 2 E
21 Fs
/
N I
—> >
Fi=— F5 T t

e Un urto e’ elastico se le forze impulsive che si generano
nell'urto sono conservative; la variazione di energia potenziale
elastica durante la fase di compressione si trasforma in energia
cinetica nella fase di rilascio, dunque non si ha dissipazione
di energia. In questo caso,l’energia meccanica prima e
dopo 'urto e’ la stessa.

e Un urto e’ parzialmente o totalmente anelastico quando
una parte dell’energia cinetica iniziale del sistema (o tutta)
viene dissipata nell’'urto: I’energia meccanica non si con-
serva.



Lo studio degli urti e’ di fondamentale importanza: molto di cio’
che sappiamo sui costituenti elementari della materia e’ stato ot-

tenuto studiando fenomeni di urto tra particelle.
URTO CENTRALE ELASTICO

V.
— .

Nell'urto si conservano la quantita’ di moto e ’energia mec-
canica del sistema formato dalle due masse

my U1 4+ Mo Uy = my v'1 + mo v’y

1, 1 5 1 1,
levl + §m202 = émlful + §m202

NOTARE CHE nell’eq. dell’energia meccanica, I’energia poten-
ziale non compare perche’ e’ la stessa immediatamente prima e
immediatamente dopo I'urto. Siccome il moto e’ unidimensionale,
proiettando 1’equazione vettoriale nella direzione del moto possi-
amo scrivere semplicemente

!/ !/
M1 U1+ Mo Vg =M1 U1+ M3y Vo

1, 1 5 1 1,
§m1v1 + §m202 = §mlfu]L + §m202

Per risolvere il sistema conviene procedere in questo modo: por-
tiamo a primo membro le grandezze con l'indice 1 e a secondo
membro quelle con I'indice 2

1) m1 (’Ul — Ull) = Mo (’Ulg — U2>

2 2\ 22
2) my (v1 — U1) = My <v2 — 712)



1) mn (’Ul — 1),1) = Mo (’Ulg — ’Ug)
2) my (v% — vlf) = My ('0/22 — vg)
sviluppiamo i prodotti notevoli nella 2)

1) ma (’Ul — ’U’l) =My (?),2 - ’UQ)

2) my (Ul — vi) (v1 + vi) = mq (V'3 — v3) (V' + vy)
dividiamo I'eq. 2) per 'eq. 1); otteniamo la seguente equazione
3) (v1 +v'1) = (Vg + ve) .
Ora mettiamo a sistema la 3) e la 1)

3) (vi+2"1) =+ v9)

].) my (1}1 — ?}ll) = M9 (UIQ — 1}2)
risolvendo la 3) rispetto a v’y e sostituendo nella 1) si trova
3) U’l = 'U’Q + vy — U1
]_) mivr — 1y (’UIQ + Vg — ’U1) = Mo ('U’Q — Ug)

Risolviamo la 1) rispetto a v's.
/ /
MU — MiU'2 — MUz + M1V = MoV’ — MoV

U
2miv1 + V9 (mg — ml) = (mg + ml) U’Q
J
, 2mqvy + U9 (mg — ml)
Vo —
mi -+ Mo

Sostituendo nella 3) troviamo v’y

/ 2m11)1 + U9 (m2 - ml)
vy = T U2 — U1 =
mi1 + Mo
_ 2M V1 + Moy — M1Vy + MV + Moly — MV — MoV

mi + Mo
B 2Mmovy + U1 (m1 — m2)

mi -+ Mo



quindi infine

o — 2Mov9 + Vg (m1 — mg)
b mi + Mo

’U, B 2m11)1 -+ (%) (m2 — m1>
2 mi1 + mo

CASI PARTICOLARI

1) Se mi =my

U’1 = V2
prima ro_
1V V2 e
| @ @ s Inoltre se wv; = 0, cioe’ la palla
dopo 1 e’ ferma prima dell’'urto, dopo
—
V.

H 2 ? I'urto

[ =

—

P\

W

’U’1 — U2

U,Q — 07

cioe’ la palla urtante si ferma, e I'altra parte con la velocita’ della
palla urtante.

2) Urto contro una parete. Assumiamo v; = 0 (parete ferma),
quindi

/ 2m2'U2 ’U’ B V2 (m2 — ml)

2
mq + Mo mi + Mo
Se  mq >> my, possiamo considerare il seguente limite

m; — 0OQ,
— per cui si trova,
/l V2 / 2m2?)2
/-(—. U1:m1(1+%) — 0
mo
/| —v; vy = val(Tn_l ;1) — — U2
1 @ ma(1+ 1)

cioe’ la palla inverte la sua velocita’.



URTI IN DUE DIMENSIONI
Se I'urto non e’ centrale, si procede nel modo seguente. Supponi-
amo che my sia fermo (possiamo sempre scegliere un riferimento
in cui questa condizione e’ soddisfatta). Dopo l'urto le due masse
partiranno in due direzioni diverse formanti angoli 6 e ¢ con
la, direzione iniziale della velocita’ o7 come in figura

i
prima !
3]
0 Vf 0 dopo \J\(I)Q\)
v

2

Proiettando sugli assi I’equazione della conservazione della quan-
tita’ di moto
my U1 + Mgy Us = My 17’1+m2 1;72
e tenendo conto che ¥y =0, si trova

my Vi = My V1 + Mo vy,

my Uiy = My U’1y + My Ul?y
Se l'urto e’ elastico, 'energia meccanica si conserva, per cui le
equagzioni che descrivono I'urto sono

my Uiy =My V' + Mo vy,

/ /
mi Uly:m1U1y+m2 U 2y

—miv —MMoVes — —TN1V —TMov
o TP TRy T o T T 5 TR

dove

V' =01 cos 0, vy, =" sen 0,

V9, =0y cos ¢, V'y, =19 sen @,

e

’U’%_’le—i_vly? Ulg_v2x+v

Abbiamo dunque tre equazioni e quattro incognite, cioe’
(V'14,V"1y, U'9g, ¥'9y), O, alternativamente (v'y, v, 0, ¢). Per risol-
vere il problema dobbiamo dunque aver misurato una delle quattro
grandezze.



URTO ANELASTICO
Se l'urto €’ anelastico, si conserva la quantita’ di moto totale del
sistema ma non I’energia meccanica. Se ['urto e’ totalmente anelas-
tico, dopo l'urto i due corpi procedono insieme. Per esempio:
un proiettile di massa m viaggia in direzione orizzontale con
velocita’ ¥, e urta un corpo di massa M poggiato sul piano e vi
rimane conficcato. Calcolare la velocita’ del sistema dopo 'urto.

prima

~ \Y|
> @®

dopo M +M

Prima dell’urto

Dopo 'urto

Q' = (m+ M)V

Dato che la quantita’ di moto totale si conserva nell'urto

mo = (m+ MV — mv=(m+MV

e quindi
mu

m+ M

V =



Altro esempio di urto anelastico: il pendolo balistico
Un proiettile di massa m viaggia in direzione orizzontale con
velocita’” ¥, e urta un blocco di massa M, sospeso tramite una
fune inestensibile e di massa trascurabile e vi rimane conficcato.
Sapendo che dopo I'urto il blocco si alza di un tratto A sopra il
livello iniziale, calcolare la velocita’ iniziale del proiettile.

Le forze che agiscono sul sistema

0 sono la forza peso e la tensione della
fune. L’urto avviene in un tempo
m+ M cosi’ breve che I'impulso delle forze es-
ry *— terne si puo’ considerare trascurabile;
7 TT/ h pertanto si conserva la quantita’ di
M @—>1 | !
moto totale.
TF 0 .
Prima: Q =mv Dopo: @Q'=(m+ M)V,
quindi
mu
mv=(m+MV — V=
( ) m+ M

Dopo 'urto il proiettile rimane nel blocco, ed entrambi si sollevano
di un tratto A. In questa fase possiamo applicare la conservazione
dell’energia meccanica, tra lo stato A, subito dopo I'urto quando
il blocco+proiettile partono con velocita’ V, e lo stato B quando
essi arrivano nella posizione di massima quota e si fermano, per poi
riscendere. Notare che sul sistema agisce la tensione della fune
che non e’ conservativa; tuttavia essa e’ perpendicolare allo sposta-
mento, quindi non compie lavoro e non contribuisce all’energia
meccanica. Prendendo come livello zero dell’energia potenziale
gravitazionale quella dello stato A, cioe’ ponendo U(A) = 0,
SCriveremo
s(m+ M)V?=(m+ M)gh — V?=2gh

e sostituendo il valore di V' trovato prima

muv  \2 m+ M
= 2qh = \/2qgh
(m—}—M) g — v m g




MOMENTO DI UNA FORZA

Supponiamo che una forza sia applicata a un punto materiale P.
. = Definiamo momento della forza

F rispetto a un polo A
il seguente vettore

—

F:TAXF

dove 74 €’ il vettore che congiunge

il polo A con il punto di applicazione

X della forza, P.
[l modulodi 7 ¢

T=ryu4 F senf=Fr,,

dove 7, =1ry sen 0 ¢ detto

braccio della forza
ed e’ pari alla distanza tra
il polo A e la retta che individua

la direzione di  F.
La direzione del vettore 7 e’ perpendicolare al piano individu-
atoda 74 e F , e il verso e’ quello che vede ruotare 74 su
F in senso antiorario.

In maniera analoga al momento della forza, possiamo definire il
momento della quantita’ di moto:

= 7;:4 X (T
dove ricordiamo che ¢ = mv. La direzione di ¢ €’ perpendi-
colare al piano individuato da 74 e .



DIMENSIONI
Momento della forza
T = _:4 X F

dimensioni:
T =11- mlt_2] = [ml2t_2]
momento della quantita’ di moto:

EZTAX(T

dimensioni:
4 =11 mlt_l] = [ml2t_1]

Che relazione c’e’ tra 1 due?



momento della forza momento della q.d.m.

F=7yx F, (=741 xq
. = dg
Sappiamo che F = e quindi
L 2o _dg L oo dg
TAXF=ryx — = T=ryxX—.
4 A7t A7t
v
Calcoliamo ora —
dt
al  diy . . dq
=L X+ Ty X —
it~ dar T

Dalla figura si vede che

R+in=7F — 7y=7—R

quindi

dry dr dR _
= — — —— = U — Uy,

dt  dt dt

X
dove v €’ la velocita’ del punto materiale P, mentre v, €’ la

velocita’ del polo A. Allora

e UXq—T ><“+*><d(7
— =) —_ J—
dt q AX(q A i

Il primo termine e’ zero perche’ ¢ e’ parallelo a ¢, quindi

L 4] dfwxﬂ% ﬁdiwxq
AN g TAand a T VA4

Se il polo A e’ fisso ©v4 =0, e quindi
a
dt

7=



CONSERVAZIONE DEL MOMENTO DELLA QUAN-
TITA’ DI MOTO

Se il momento delle forze che agiscono su un punto materiale €’
zero, il momento della quantita’ di moto si conserva:

7T=0 — d—2:0 — = cost.
dt
Applicazioni:
Una pallina di massa m e’ attaccata a un filo inestensibile e di
massa trascurabile, e ruota su un piano intorno a un punto O con

velocita’ angolare costante wy = 2 rad/s. Se si accorcia il filo a

meta’,
~ per esempio applicando un peso
/ @n/ come in figura e facendolo scen-
dere finche’ r =7, quanto
T — varra’ la nuova velocita’ angolare?
Mg
L’unica forza che agisce su m e’ la tensione del filo T.
W Y
m m Il momento della forza rispetto
al polo fisso O ¢’
T=r A X T.

Essendo 74 parallelo a T , 7 ¢ nullo, quindi il momento della
quantita’ di moto della pallina si conserva: £ = 4 X mv = cost.
Ricordando che in questo caso ©_L174, e che v = wr, sitrova

—

! =74 X mv — Ezmvm:mwri.

Applichiamo la conservazione del momento angolare tra l'istante
r
iniziale, quando 74 = 1y, e listante finale, quando 74 = 50

2
r
mwry = mwlzo — wy = 4wy =8 rad/s.



FLUIDI

La caratteristica fondamentale di un fluido e’ quella di non avere
forma propria, ma di assumere quella del recipiente in cui si trova.
In questo senso, sia i gas che i liquidi sono fluidi. A livello micro-
scopico, in un fluido gli atomi non sono disposti in una struttura
ordinata. Per descrivere il comportamento dei solidi usiamo le
grandezze massa e forza; nel caso dei fluidi queste verranno sos-
tituite da densita’ e pressione. Se la densita’ e’ costante il
fluido si dice incomprimibile

o e

E_ _____ F F.i F,

b= A A
_)/ dove m e€’il versore normale alla superfi-
/ N l A cie, F'| e’ la componente normale della
forza, e A e’ 'area della superficie.

Notare che: la pressione e’ una variabile interna, legata allo stato
microscopico del fluido, ma la definiamo “dall’esterno” tramite mi-
sure di forze e superfici.

(mlt 2]
12

L’unita’ di misura della pressione e’ il Pascal:

Dimensioni [P] = = [ml 't 77

1 Pa = 1 Newton/m?



Studieremo nel seguito il comportamento di un fluido incompri-
mibile (liquido) in condizioni di equilibrio, cioe’ tali che velocita/,
temperatura e densita’ siano costanti.

LEGGE DI STEVINO

Un liquido incomprimibile e’ racchiuso in un recipiente come in
figura.

p l Vogliamo calcolare la pressione alla
profondita’ z rispetto alla superficie

A del liquido. Sia A la sezione del re-
—————— -——1Z cipiente. La pressione sara’ data da
quella esterna, p,, piu’ quella eserci-
tata dalla massa di liquido che grava,

; su A, cioe’
_ mg
p(z) =po+—
Poiche’ m = pV = pAz
(pAz)g

p(z) =po + P = Ppo + P29

La legge di Stevino stabilisce quindi che la pressione a una profon-
dita’ z €’
p(z) = po + pgz

Questo e’ vero qualsiasi sia la forma del recipiente

Dato che la pressione in un fluido in equilibrio dipende solo dalla
profondita’, una variazione della pressione si trasmette inalterata
a tutto il fluido. Questa affermazione e’ nota come LEGGE DI
PASCAL.



Perche’ la legge di Stevino e’ indipendente dalla forma
del recipiente?

-—10
.
dz Z+dz
(c .
- b

Supponiamo di voler calcolare la pressione alla profondita’ zq. A
tale scopo dividiamo la parte del fluido tra O e 21 in striscioline di
spessore dz come in figura. Detta A(z) la sezione del recipiente
alla profondita’ z, ogni striscia dara’ un contributo alla pressione

pari a
_dmg  pdVg pA(z)dzg

W=20" 4k = A M=

Alla profondita’ z1 la pressione sara’ la somma di tutte queste

pressioni elementari, cioe’

P(z) = [;" dP = [ pgdz = pg [" dz = pga,

come stabilito dalla legge di Stevino.



Applicazioni della legge di Stevino

Innanzi tutto ricordiamo che, dato un fluido in equilibrio, presa

una qualsiasi sezione, la pressione esercitata dal fluido su questa

sezione deve essere uguale da entrambi i lati

~ -~
PQ)
| T
N ~

A 4

z

«JU@w

~T o™

VASI COMUNICANTI

Un fluido e’ contenuto in due recipienti comunicanti, di sezione

diversa, come in figura. Come si dispone il fluido all’equilibrio?

%

Ta

Applicando la legge di Stevino
alla sezione A imponiamo che,
essendo il fluido in equilibrio, la
pressione da destra e da sini-
stra sia uguale

Py + pghi1 = Py + pghs

dove F, €’ la pressione atmosferica, p e’ la densita’ del fluido e

hi e hsy sono le altezze delle colonne di fluido nei due recipienti.
Si vede subito che questa equazione e’ soddisfatta solo se

h; = hy

cioe’: il fluido si dispone nei due recipienti alla stessa

quota.



MANOMETRO

Il manometro €’ uno strumento che serve per misurare la pressione

P

o
P

A

La pressione P ¢’ I'incognita che vogliamo misurare (per es. la
pressione delle ruote di un’automobile). Sotto I'azione di P la
colonnina di mercurio si sposta fino a raggiungere, a sinistra del
tubo, 'altezza 21, e a destral’altezza z,. Applichiamo la legge di
Stevino alla sezione A alla base del tubo, imponendo che, essendo
il mercurio in equilibrio, la pressione da destra e da sinistra sia
uguale:
P + pgz1 = Py + pgzo

dove Py e’ la pressione atmosferica e p €’ la densita’ del
mercurio. Si trova dunque che

P = (20— 21) pg + I

quindi misurando (29 — 27) ricaviamo la pressione incognita.



MARTINETTO IDRAULICO

Supponiamo di voler sollevare una massa M applicando una forza
f < Mg. E’ possibile? Si, se usiamo un martinetto idraulico.

| F |7
o| A a

Vediamo come funziona.

IS

Siano A e a, le sezioni dei due recipienti, in cui e’ contenuto un
fluido incomprimibile. Le due sezioni superficiali sono chiuse da
due pistoni su cui agiscono le forze esterne F' e f, rispettivamente.
All’equilibrio il sistema si dispone come in figura. Applicando la
legge di Stevino alla sezione S, si avra’

F
—+pgh=i+pgh,
A a
cioe’ Py
a
_— = — :—F
A .13

Dato che a < A, la forza da applicare per bilanciare F e’ mi-
nore di F! In pratica il martinetto idraulico e’ un moltiplicatore
di forza. Quindi per sollevare la massa M, bastera’ applicare una
forza leggermente superiore a

f=—Mag.

a
A



BAROMETRO DI TORRICELLI

Il barometro di Torricelli €’ uno strumento per misurare la pressione
atmosferica. E’ composto da una vaschetta contenente mercurio,
in cui ¢’ immerso un tubo di vetro in cui e’ stato fatto il vuoto.
All’equilibrio la colonnina di mercurio nel tubo avra’ altezza h

T+ vuoto
e
(2
" P P
0 0
L \
0 el F\\h\_/
mercurio

Se applichiamo la legge di Stevino a una sezione posta a quota
zero, vediamo che la pressione atmosferica deve uguagliare quella
della colonnina di mercurio

po = pgh

quindi misurando A troviamo pg. Notare che I'altezza della
colonnina non dipende dalla dimensione del tubo. Notare anche
che nella realta’ sopra il mercurio nella colonnina la pressione non e’
proprio zero, perche’ ci sono comunque vapori residui di mercurio,
quindi a destra dell’equazione dovremmo aggiungere la pressione
esercitata dal vapore.

Altre unita’ di misura della pressione:

Atmosfera: 1 atm e’ la pressione media misurata al livello del
mare a 0 °C, ed €’ pari a

1 atm = 1,013 - 10° Pa
mm di mercurio

1 mm di mercurio = 133Pa



PRINCIPIO DI ARCHIMEDE

Un fluido di densita’ pr in equilibrio €’ contenuto in un recipiente.

Nl

f
/'ﬁu'\ P '\’“‘"?’

Consideriamo una, porzione di fluido di
volume V. Su di esso agiscono la forza
peso e le forze esercitate dal fluido cir-
costante. Indichiamo con F "1 la risul-
tante di tali forze. Essendo il fluido in
equilibrio, la somma delle forze agenti

sulla porzione considerata deve essere zero:

ﬁA+ﬁ:0;

ne deduciamo che la risultante delle forze esercitate dal fluido, che
chiamiamo Spinta di Archimede, ¢’ pari a

gl A
-
e [ —~
ar

Fy=-P=—pVEg,

dunque €’ diretta come la forza peso ma
in verso opposto, ed e’ applicata al

centro di massa della porzione di
fluido.

Supponiamo ora di rimuovere la porzione di fluido, e di sostituirla

con un corpo che abbia la stessa forma ma diversa densita’, p,.

A
"_"‘-_.J*
27 ]y
. [ —~
(V1%
.~ P
~— % P f 0

Il corpo non €’ piu’ in equilibrio, e, per la
seconda legge della dinamica,

ma = ﬁA + ]36
dove U

ma = psVg—pVg=(pr—pc)Vyg

per cui se la densita’ del corpo immerso €’ minore di quella del flu-

ido, I'accelerazione e’ diretta verso I’alto e il corpo sale, se viceversa,

pe > ps il corpo scende.



perche’ se ’'uomo si sposta verso I’estremita’ della barca
questa si capovolge?

Ricordiamo che la forza peso e’ applicata al centro di massa del
sistema barca + uomo, mentre la spinta di Archimede e’ applicata
al centro di massa del volume di fluido spostato. Supponiamo che
I'vomo stia fermo al centro della barca. In questo caso i punti
di applicazione delle due forze stanno sulla stessa retta verticale,
quindi le due forze si equilibrano

cdm barca+uomo

cdm wvol. fluido spostato

Se I'uomo si sposta, si sposta anche il centro di massa del sistema
barca+uomo, quindi la forza peso e la spinta di Archimede formano
una coppia di forze che fa ruotare la barca

/f_ 1 7@,/

cdm barca+uomo




FLUDI IN MOTO

In generale, lo studio del moto dei fluidi €’ un problema complesso,
perche’ si deve tener conto di fenomeni quali per esempio la con-
duzione, la convezione, la viscosita’; bisogna cioe’ descrivere flussi
di energia e di materia. Mentre per descrivere il moto di un punto
materiale e’ sufficiente conoscerne la massa e la velocita’, nel caso
di un fluido occorre sapere come variano punto per punto velocita’,
densita’, pressione e temperatura. Dobbiamo trovare un modo per
semplificare il problema.

e Siccome non possiamo studiare il comportamento microscopico
del fluido, molecola per molecola, definiamo un elemento di
volume dV/, tale che

dV << Vsistemaa

ma che al tempo stesso sia sufficientemente grande da con-
tenere molte molecole, cioe’

av >> Vmolecola

e Chiamiamo V(r,t) la velocita’ del centro di massa dell’elemento
di fluido. In pratica 'elemento di fluido sostituisce, nella de-
scrizione del fluido, il punto materiale della meccanica del
punto. D’ora in avanti chiameremo particella di fluido
I’elemento di fluido contenuto nel volume dV'.



e Definiamo linee di flusso le traiettorie descritte dalle par-
ticelle di fluido nel loro moto, cioe’ le curve a cui, punto per
punto, le loro velocita’ v(r,t) sono tangenti. Le linee di
flusso non si intersecano.

van
Rt) Rt)

Infatti se cosi’ accadesse la particella di fluido, giunta al punto
di intersezione potrebbe proseguire o in una direzione o nell’altra,
quindi la sua traiettoria non sarebbe univocamente definita.

e un insieme di linee di flusso forma un tubo di flusso

}

e >




FLUSSO

Consideriamo un tubo di flusso. Vogliamo calcolare quanta massa
passa attraverso la sezione A nell’unita’ di tempo

‘L-*(I',t) Notare che le velocita’ possono
essere diverse da punto a punto
della sezione.

Dividiamo la sezione A in tanti elementi dA tali che le velocita’
delle particelle di fluido che le attraversano possa essere conside-
rate costanti. Supponiamo che queste velocita’ siano perpendico-

lari a dA, come in figura.
In un tempo dt, tutte le particelle

per base dA e per altezza

— J > dr = vdt

attraverseranno dA, quindi, se p €’ la

fm———————— ] dA che si trovano nel volumetto che ha

dx densita’ del fluido, la massa che fluisce nel
tempo dt sara’

dm = p dx dA = p vdt dA

Se invece le velocita’ formano un angolo 6 con l'asse x, nel
tempo dt attraverseranno d A tutte le particelle che si trovano nel
volumetto che ha per base dA e per altezza

I /}7 dA dr = v,dt = v cos 0dt

quindi

dm = pv cos O0dt dA



Le due relazioni precedenti si possono dunque compendiare nella
seguente equazione

dm = p ¥ - adt dA

dove n e’ il versore normale alla superficie dA

Quindi la massa che attraversa d A per unita’ di tempo €’

d
d—T:pﬁ-ffsz

e quella che attraversa la sezione finita A del tubo di flusso €’

dm oo

Attenzione: abbiamo assunto p =costante.
La grandezza

Ou(0) = [, U-n dA
e’ detta flusso del vettore ¢ attraverso la superficie A

DIMENSIONI

[@A(V)] = [VA] = It 711%] = I3t 1.



LEGGE DELLA PORTATA (equazione di continuita’)
dm oo
E = p/A Uv-n dA
Consideriamo un tubo di flusso, e prendiamo una porzione di esso.
Questa sara’ delimitata da una superficie chiusa formata dalle due

basi A; e A, e dalla superficie laterale S

n
f\ A Calcoliamo la massa che fluisce
S i nell’'unita’ di tempo attraverso la
ﬁ _A— R superficie chiusa A;+ Ay + S
1 2

As
dm o o . 4.
Fr l/Alv-nldA+/A2v-n2dA+/Sv-ndA]

L’ultimo termine e’ zero, perche’ il vettore normale a S e’ per-
pendicolare alla velocita’ del fluido, quindi

d
—E=p [, T dA+ [ § iy A

Se il fluido ¢’ incomprimibile, la massa che e’ contenuta nella
porzione di fluido considerata deve essere costante (tanta ne esce
tanta ne entra), cioe’

dm Lo o .
B0 s [T dA S A

Se assumiamo per semplicita’ che la velocita’ del fluido sia costante
e parallela ai versori n; e mno sulle sezioni di base, 'integrale si
esegue facilmente e si trova

v1A; = 1Ay — Py(V) = costante

La quantita’ vA si dice portata. Dall’ipotesi che il fluido sia
incomprimibile segue dunque che la portata e’ costante.
Quindi, se la sezione del condotto aumenta, la velocita’
deve diminuire.



TEOREMA DI BERNOULLI

Consideriamo un fluido che scorra in un condotto.
IPOTESI:

e il fluido e’ incomprimibile
e il fluido non e’ viscoso

e il moto e’ stazionario, cioe’ presa una qualsiasi sezione del
condotto, la velocita’ delle particelle che la attraversano e’
costante. ATTENZIONE: costante vuol dire che non varia nel
tempo, ma puo’ essere diversa da punto a punto della sezione.

Consideriamo una porzione di fluido compresa tra A; e As.
Dopo un intervallo di tempo dt questa si sara’ spostata tra A}
e A). Dato che il fluido €' incomprimibile, la parte di fluido
compresa tra A} e Ay sara’ rimasta la stessa, quindi

dm (tra Ay e A)) =dm (tra Ay e A))
In pratica 'effetto complessivo del moto del fluido nel tempo dt €’
quello di spostare ’elemento di fluido di massa dm, o meglio, il
suo centro di massa, dalla quota 2z; alla quota 2.
Per il teorema dell’energia cinetica, il lavoro totale delle forze €’
uguale alla variazione di energia cinetica dell’elemento di fluido
AEc:%dm'U%—%dmv%

1 1 9

Ltotzidmvg—ﬁdmvl



I1 fluido si muove sotto I'azione della forza peso e delle forze dovute
alla pressione del fluido, cioe’ F1 = P1A1, che “spinge” I'’elemento
di fluido a quota 2z; e Fg=PsAs che “si oppone” al moto
dell’elemento di fluido a quota z5. Il lavoro di queste forze €’

e Lp,.,= P A1 ds; — Py A dsy
® Lyg =—AU =dmgz — dmgzy
quindi  Lyot = Lp,,ep + Lgrav, €
1 o 1 2

P Ay ds; — Py Ay dsy +dmgzy — dmgze = 5 dm v — 5 dm vy.

Ricordiamo che A; ds; e Ay dsy sonoivolumi delle due porzioni
di fluido a quota 2; e 29, e che entrambi i volumi contengono
la stessa massa dm, quindi

A1 d81 = dm

dm =p Ay ds; = p Ay dsy — i

A2 dSQ — 7

quindi sostituendo

dm dm 1 1
P—— P, — +dmgz; —dmgzy = — dm v — = dm v%.

p p 2 2
A questo punto dividiamo tutto per dm e per ¢ e troviamo

P1 P2 ’U% ’U%

— - — 42— =" —
P9 P9 29 29



e portando a primo membro tutti i termini con indice 1 e a secondo
membro quelli con indice 2

Siccome questo procedimento si puo’ applicare a qualsiasi sezione
del fluido, concludiamo che
P ?

Z + — + — = costante
P9 29
Questa equazione esprime il teorema di Bernoulli.
Il termine g—g viene chiamato altezza di arresto, perche’ e’
'altezza a cui si fermerebbe un grave lanciato verso I’alto con ve-

locita’ iniziale ;.

e Se il fluido fosse stato viscoso, nell’applicare il teorema dell’energia
cinetica avremmo dovuto considerare il lavoro fatto dalle forze
di resistenza del mezzo.

e Se il moto del fluido non fosse stato stazionario, le velocita’
attraverso una data sezione sarebbero variate nel tempo; in
questo caso non avremmo saputo che valori assegnare alle ve-
locita’ w1 e w9, senon conoscendone I’ andamento temporale
specifico.



Applicazioni del teorema di Bernoulli

1) EFFETTO VENTURI

Consideriamo un tubo in cuil scorra un fluido di densita’
siano A; e As le due sezioni indicate in figura

a —>v1—>

N

AZ

—

—

—
/Ag

A

P;

e

Applichiamo il teorema di Bernoulli alle due sezioni; tenendo conto
del fatto che sono alla stessa quota, troviamo

P1 ’U% P2 ’U%

e quindi

pg 29 pg 29

p

2
P1 ?}_1

2 p 2

questa equazione mostra che se vy > v; allora P, < Pj; siccome
per un fluido incomprimibile la portata e’ costante, cioe’

A1 U1 = AQ (P

vy > v1 se As < Ap; quindi se il condotto si restringe la velocita’
cresce e la pressione diminuisce. In base a questo principio segue

anche che se in una vena si produce un aneurisma, cioe’ la vena

aumenta di sezione, la velocita’ con cui scorre il sangue diminuisce,

e la pressione aumenta, provocando un ulteriore allargamento.



Applicazioni del teorema di Bernoulli
2) VELOCITA’ DI EFFLUSSO

Si consideri un recipiente riempito con un fluido. Supponiamo che
la superficie libera del fluido si trovi all’altezza 27, abbia sezione
Aj e sia soggetta alla pressione atmosferica. A un’altezza 2z si
pratica un foro di sezione A,. Si vuole calcolare con che velocita’
il fluido esce dal foro.

P

O
A

-|
|

___1\1____

Poiche’ la pressione esercitata sulle due sezioni e’ pari alla pressione
atmosferica

P9 29 P9 29
dove w1 €’ la velocita’ con cui si abbassa la superficie del fluido,
e w9 € la velocita’ con cui il fluido fuoriesce, quindi

v vt 2 2
2 (21—22)4_% — vy =2g(21 — 29) + V]

cioe’ la velocita’ con cui il fluido fuoriesce e’ pari a quella con cui
si abbassa la superficie, piu’ quella che avrebbe I'acqua se cadesse
direttamente dalla quota (21 — 23).



Cosa cambia se c¢’e’ viscosita’?

Supponiamo che una sfera di raggio r cada in un fluido viscoso.
Essa sara’ soggetta a una forza di attrito il cui modulo, per basse
velocita’, si puo’ schematizzare cosi’ (formula di Stokes)

F=6rrnu

il coefficiente 7 €’ detto viscosita’ e dipende dal fluido e dalla
temperatura (diminuisce con la temperatura). Le sue dimensioni
SONo

- ) [FI
ro] 7]
quindi le unita’ di misura sono Pascal- secondo. Ad esempio, a
20°C la viscosita’ dell’acqua e’ di 107 Pa s, mentre quella del
sangue €’ circa tre volte piu’ grande.

— [P



Supponiamo che un fluido viscoso e incomprimibile scorra in un
condotto orizzontale.

e A basse velocita’, gli strati di fluido scorrono lentamente gli
uni sugli altri e la forza d’attrito viscoso e’ proporzionale alla
velocita’. Questo regime si dice di flusso laminare.

L
27r

A A

consideriamo un tratto di condotto di lunghezza L. Essendo
il fluido incomprimibile, la portata e’ costante, ed essendo
costante la sezione del tubo questo implica che la velocita’
attraverso una sezione qualsiasi deve essere la stessa. Di con-
seguenza, se fossimo in regime “alla Bernoulli”, le pressioni
P, e P, sarebbero uguali. Invece, a causa della viscosita’ si
ha una caduta di pressione pari a

8 Av

AP = n; L I

dove r e’ il raggio del tubo, e Awv €’ la portata. Questa e’ la
Legge di Poiseuille.

Se la velocita’ del fluido cresce, superato un valore di soglia

che dipende dalla temperatura, dalla sezione del condotto e dal

tipo di fluido, la forza d’attrito viscoso diventa proporzionale

al quadrato della velocita’, il fluido entra in un regime tur-

bolento e il moto degli elementi di fluido diventa vorticoso.



