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Definizione di un ADT

Definire un ADT significa specificare:

1. Nome dell’ADT

2. Costruttori: insieme delle modalità con cui 
definire (creare) i valori dell’ADT

3. Funzioni: insieme delle signature di funzioni 
(operatori) usate per manipolare i valori 
dell’ADT

4. Assiomi
– regole per definire il significato (semantica) 

delle funzioni

– sono regole di riscrittura, trasformazione
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L’ADT Bool

adt Bool
constructors:

true : Bool
false : Bool

functions:
and : Bool x Bool → Bool
not: Bool → Bool

axioms:
and(true,true)= true
and(false,true)=false
and(true,false)=false
and(false,false)=false
not(true)= false
not(false)= true

end

Nome del 
costruttore

Signature del 
costruttore

Nome della 
funzione

Signature della 
funzione
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Significato
• Costruttori

– true: ∅�Bool   e   false: ∅�Bool (∅�Bool equivale a Bool)

– indica il fatto che ci sono solo due possibilità di valori 
booleani, true e false

� ossia tramite 2 funzioni senza input con un output, ossia 
costanti

• Funzioni
– es.:   and : Bool x Bool → Bool

– indica il fatto che ci sarà un operatore chiamato and, che 
prende due booleani e ritorna un booleano

• Assiomi:
– es.: not(true)=false, not(false)=true

– indicano l’effetto dell’applicazione di una funzione ad un 
valore
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Assiomi con variabili
• Per l’operatore and

– 4 assiomi, avendo due input e due valori possibili

• Quando i valori di un tipo sono molti, non è 
conveniente definire un assioma per ogni possibile 
combinazione dei valori in input
– si usano variabili (A,B,C,...,X,Y,Z) col significato di 

“qualunque valore di questo tipo”

– è necessario se un tipo ha infiniti valori!!

• Invece dei 4...
– and(true,true)=true and(true,false)=false

– and(false,true)=false and(false,false)=false

• ...si usano i due assiomi
– and(true,X)=X

– and(false,X)=false
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L’ADT Bool

adt Bool
constructors:

true : Bool
false : Bool

functions:
and : Bool x Bool → Bool
or : Bool x Bool → Bool
not: Bool → Bool

axioms:
[B1] and(true,X)= X
[B2] and(false,X)= false
[B3] not(true)= false
[B4] not(false)= true
[B5] or(X,Y)= not(and(not(X),not(Y)))

end
“Testa” 

dell’assioma
“Corpo” 

dell’assioma



Fond.  L-A, a.a. 2004/2005 ADT 11

Valori ed espressioni
• Dato un ADT, una espressione è una qualunque 

composizione (funzionale) dei suoi costruttori e 
delle sue funzioni

• Esempi nel caso dell’ADT Bool:
– true

– not(false)

– and(true,not(false))

– not(true,false)

– ...

• Una espressione è chiamata valore se è solo 
composta da costruttori

• Esempi nel caso dell’ADT Bool:
– true

– false
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Valutazione simbolica

• Una volta definito un ADT, ossia
– un tipo, i suoi valori, ed i suoi operatori

• è immediatamente possibile recuperare l’idea di 
valutazione di una espressione di quel tipo
– si parte da una espressione

– si applicano in sequenza delle trasformazioni 
(semplificazioni), applicando gli assiomi uno alla volta

– fino a raggiungere il risultato, che sarà un valore dell’ADT

• E’ il tipico procedimento di computazione per 
trasformazione
– (come nelle grammatiche: si parte dallo scopo, si applicano 

le produzioni finchè non rimangono solo simboli terminali)

– qui, si parte dall’espressione, si applicano gli assiomi finchè 
non rimangono solo i costruttori (ossia un valore)
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Applicazioni assiomi
Esempi di trasformazioni

• not(true) � false, per [B3]

• and(false,false)�false, per [B2] 

– con X=false

• and(true,not(true))� not(true) per [B1] 

– con X=not(true)

• or(true,false) � not(and(not(true),not(false))) per [B5] 

– con X=true e Y=false

[B1] and(true,X)= X
[B2] and(false,X)= false
[B3] not(true)= false
[B4] not(false)= true
[B5] or(X,Y)= not(and(not(X),not(Y)))
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Applicazione degli assiomi

and(true,or(false,true))

and(true,X)=X

and(true,X)

testa assioma

X

corpo assioma

Per applicare l’assioma 
devo considerare 
X=or(false,true)

or(false,true)

• Applicando l’assioma and(true,X)=X
– “and(true,or(false,true))” si trasforma in 

“or(false,true)”

Assioma da applicare
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Valutazione simbolica
and(not(true),or(false,true))

and(false,or(false,true))

and(false,not(and(not(false),not(true))))

and(false,not(and(true,not(true))))

and(false,not(and(true,false)))

and(false,not(false))

and(false,true)

false

B3

B5

B4

B3

B1

B4

B2

[B1] and(true,X) = X
[B2] and(false,X) = false
[B3] not(true) = false
[B4] not(false) = true
[B5] or(X,Y) = not(and(not(X),not(Y)))
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Valutazione simbolica

• Si parte da una qualunque espressione:
– una funzione o costruttore di un ADT è applicata 

ad altre espressioni (in modo ricorsivo)

• Si applica uno degli assiomi
– trasformando un pezzo di espressione in un altro

– finchè non rimangono espressioni formate solo da 
costruttori

– quello che si ottiene è il “valore” finale

• E’ una rappresentazione astratta del 
processo di valutazione di una espressione 
per micro-passi
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Valori finali ed espressioni

• Espressione
– ottenuta componendo costruttori e funzioni

• Valore finale
– qualunque espressione che utilizza solo i 

costruttori

• Computare:
– passare da una espressione ad un valore finale 

tramite trasformazioni successive

• Nel caso Bool, semplicemente:
– il valore finale può essere false e true

– esempio di espressione and(true,or(true,false))
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ADT come specifica

• Un ADT è una specifica per chiunque intenda 
progettare un nuovo tipo di dato
– NON descrive in che modo codificare i valori (sequenze di 

bit in complemento a 2, etc..) 

– NON dice come realizzare gli operatori (somma bit-a-bit, 
etc..)

– BENSI’ descrive quali caratteristiche deve avere una 
qualunque realizzazione del tipo di dato, in termini di valori 
ed operatori, affinchè sia considerabile CORRETTA

• La specifica dell’ADT Bool
– dice che bisogna disporre dei valori true e false

– dice che bisogna realizzare and, not e or

– dice ad esempio che and(true,not(false)) deve dare true

� (e lo dice per qualunque possibile input!!!)

� NON dice come tutto ciò vada realizzato
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Nuove astrazioni di dato

• L’esempio Bool è relativo ad un tipo di dato che 
conoscete bene, e che è tipicamente disponibile nei 
linguaggi di programmazione
– Bool è già realizzato nel tipo primitivo boolean

• Gli ADT sono interessanti per definire nuovi tipi di 
dato, con struttura anche molto complessa
– stack, lista, lista ordinata, lista circolare

– albero binario, albero di ricerca

– grafo, grafo orientato, grafo con pesi

� un ADT può comporre altri tipi

� e può anche usare sè stesso ricorsivamente

• Cominciamo con un caso semplice
– supponendo di disporre già del tipo double

– descriviamo l’ADT per numeri complessi
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Numeri complessi

La classe dei numeri complessi (Re + Im)

• ha come dati che aggrega due valori di tipo 
double, denominati re ed im

– es.: il complesso 2+3i è visto come valore che 
aggrega due double [re:2,im:3]

• ha un costruttore, per definire un numero 
complesso a partire da due double

• ha varie funzioni per la loro manipolazione
– somma, sottrazione, prodotto di numeri

– accesso alla parte reale e immaginaria
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ADT Complex
adt Complex

constructors:
cons : double x double → Complex 

functions:
getRe: Complex → double
getIm: Complex → double
sum,prod: Complex x Complex � Complex

axioms:
getRe(cons(RE,IM)) = RE
getIm(cons(RE,IM)) = IM

sum(cons(RE1,IM1), cons(RE2,IM2)) = 
cons(RE1+RE2, IM1+IM2)

prod(cons(RE1,IM1), cons(RE2,IM2)) =
cons(RE1*RE2-IM1*IM2,RE1*IM2+RE2*IM1)

end

Si suppone 
l’esistenza di un 
tipo double, con 
gli operatori 
binari
+, - e *
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Calcoli simbolici

• L’espressione matematica
– (3+4i)*2i

• corrisponde all’espressione (con ADT 
Complex)
– prod(cons(3,4),cons(0,2))

• E la corrispondente valutazione simbolica è:
– prod(cons(3,4),cons(0,2))

– cons(3*0-4*2,3*2+4*0)=cons(-8,6)

– ossia quello che noi rappresentiamo come –8+6i
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Motivazioni ADT

• Definizione di strutture dati complesse
– di complessa organizzazione (grafi, alberi,..)

– con vincoli particolari (lista ordinata,...)

• In termini di:
– quali costruttori (ossia, quali valori)

– quali funzioni (osservatori, manipolazioni varie..)

• ADT come tipo di dato:
– il type system (che realizza il typing, ossia il 

controllo semantico) è in grado di verificare che i 
valori dell’ADT siano applicati alle giuste funzioni

– cons(5,cons(3,2)) è scorretto semanticamente, 
perchè cons vuole in ingresso due double
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Quale supporto agli ADT?

• Per supportare gli ADT nel linguaggio è 
necessario disporre di meccanismi per:
– definire nuovi tipi di dato

– associare ad essi dei costruttori di valori

– associare ad essi delle funzioni per manipolare tali 
valori

– nascondere i dettagli implementativi

• Vari approcci a seconda dei linguaggi
– type-classes in linguaggi funzionali

– struct in linguaggi imperativi (C, Pascal)

– classi in linguaggi object-oriented

• In Java usiamo le classi
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Cos’è una classe

• Una classe in Java può essere utilizzata per 
realizzare un modulo
– ogni sua proprietà (metodi, variabili, procedure) 

è dichiarata “static”

• Alternativamente:
– la classe può essere utilizzata come tipo, i cui 

valori sono chiamati oggetti

• Classe: tipo di dato

• Oggetto: valore di un tipo di dato classe
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Parte pubblica
class Complex{

...
static public Complex cons(double re,double im){...}
static public double getRe(Complex c){...}
static public double getIm(Complex c){...}
static public Complex sum(Complex c1,Complex c2){...} 

}

constructors:
cons : double x double → Complex 

functions:
getRe: Complex → double
getIm: Complex → double
sum,prod: Complex x Complex � Complex
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Parte pubblica
class Complex{

...
static public Complex cons(double re,double im){...}
static public double getRe(Complex c){...}
static public double getIm(Complex c){...}
static public Complex sum(Complex c1,Complex c2){...} 

}

• La parte “visibile” dell’ADT ha esattamente la 
struttura di un modulo
– Fornisce il costruttore e le funzioni dell’ADT

– Usa Complex come nuovo tipo di dato

• Va implementata
– aggiungendo altre proprietà private

– completando con il corpo dei metodi 
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Come si implementa?

• La classe fornisce un tipo di dato i cui valori 
sono chiamati oggetti (di quella classe)
– avremo gli oggetti di tipo Complex

• Java fornisce meccanismi per 
– specificare il fatto che un oggetto aggreghi altri 

valori di Java

– es.: una String, un int ed un double

– es.: due double (come per Complex)

– es.: un int[] ed un double[]
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Da ADT a Implementazione

• Sebbene gli ADT descrivano le 
caratteristiche di correttezza di un tipo 
senza specificare in che modo realizzarlo...

• .. è possibile, in taluni linguaggi come Java:
– usare il costruttore dell’ADT come specifica di 

quali dati deve aggregare la classe

– usare gli assiomi e la corrispondente valutazione 
simbolica, come algoritmi per la realizzazione 
delle funzioni

• Sebbene altre implementazioni potrebbero di 
fatto essere possibili
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Realizzazione in Java-A

class Complex{
private double re; 
private double im;
private Complex(double re, double im){

this.re=re; this.im=im;
}
static public Complex cons(double re,double im){

return new Complex(re,im);
}
static public double getRe(Complex c){ return c.re; }
static public double getIm(Complex c){ return c.im; }
static public Complex sum(Complex c1,Complex c2){ 

return cons(c1.re+c2.re,c1.im+c2.im);
}

}
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Realizzazione in Java-A

class Complex{
private double re; 
private double im;
private Complex(double re, double im){

this.re=re; this.im=im;
}
static public Complex cons(double re,double im){

return new Complex(re,im);
}
static public double getRe(Complex c){ return c.re; }
static public double getIm(Complex c){ return c.im; }
static public Complex sum(Complex c1,Complex c2){ 

return cons(c1.re+c2.re,c1.im+c2.im);
}

}

campi della classe, i dati che aggrega

costruttore della classe
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Parte non-statica e privata

• Nell’ADT abbiamo un solo costruttore
– un complesso come aggregazione di due double

• Quindi, nella classe Java
– si dichiarano due variabili (priv e non statiche), dette campi

– e un costruttore privato
• è come una procedura, ma non si scrive il tipo ritornato

• ha lo stesso nome della classe

• il suo corpo VA SCRITTO ESATTAMENE COSI’!!!

• ha lo scopo di creare oggetti di tipo Complex

class Complex{
private double re; 
private double im;
private Complex(double re, double im){

this.re=re; this.im=im;
}
...

}

ADT complex
cons : double x double → Complex 

Campi della classe

Costruttore
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class Complex{
private double re; 
private double im;
private Complex(double re, double im){

this.re=re; this.im=im;
}
...

}

ADT complex
cons : double x double → Complex 

Parte non-statica e privata

• Con la parte non-statica si indica che un oggetto 
Complex aggrega due dati
– un double chiamato re

– un double chiamato im

– il costruttore non aggiunge nulla, è da fare di conseguenza!

• Quindi (nel caso l’ADT abbia un solo costruttore)
– l’unica scelta da fare è il nome dei campi, il resto è noto!!!

Campi della classe

Costruttore
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Altri esempi...
class Complex{

private double re; 
private double im;
private Complex(double re, double im){

this.re=re; this.im=im;
}
...

}

ADT complex
cons : double x double → Complex 

class Point3D{
private double x; 
private double y;
private double z;
private Point3D(double x, double y,double z){

this.x=x; this.y=y; this.z=z;
}
...

}

ADT Point3D
cons : double x double x double → Point3d 



Fond.  L-A, a.a. 2004/2005 ADT 35

Altro esempio...
class Persona{

private String nome; 
private String cognome;
private int anno;  // anno di nascita
private String cf; // codice fiscale
private Persona (String nome,String cognome,int anno, String cf){

this.nome=nome; 
this.cognome=cognome;
this.anno=anno;
this.cf=cf;

}
...

}

• I dettagli del significato del costruttore, e cosa 
succede se si scrivono istruzioni diverse, fanno 
parte di aspetti Object-Oriented � FoIn LB
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Parte statica, interfaccia

class Complex{
...
static public Complex cons(double re,double im){...}
static public double getRe(Complex c){...}
static public double getIm(Complex c){...}
static public Complex sum(Complex c1,Complex c2){...}

}

• Un metodo statico per ogni funzionalità utilizzabile

– per costruire valori, per usare operatori

– nota che tipi in input ed output coincidono con quelli specificati 
nell’ADT

• Questa parte, assomiglia ad un modulo con tutte le 
funzionalità comuni per gestire i complessi

– con in più la possibilità di usare Complex come nuovo tipo

ADT complex
cons : double x double � Complex
getRe,getIm: Complex � double
sum: Complex x Complex � Complex
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Classe come ADT

• Parte non-statica e privata
– descrive i dettagli degli oggetti di Complex

� ogni oggetto Complex ha due double, re ed im

– due campi, ed un costruttore che accetta due double

– questa parte è privata, è un dettaglio implementativo che 
non deve essere visto dall’esterno!

– il progettista potrebbe volerla cambiare per motivi di 
efficienza, senza che l’utilizzatore se ne accorga

• Parte statica e pubblica
– descrive le funzioni accessibili di Complex

– un metodo statico per ogni costruttore e funzione dell’ADT

– cons per costruire complessi

– getRe, getIm per leggere un valore interno,...

– sum (e prod) per operare su due complessi

– questa parte è pubblica, visibile ed utilizzabile da altri!
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Parte statica: implementazione
class Complex{

...
// Crea un nuovo oggetto Complex, con campi re ed im
static public Complex cons(double re,double im){

return new Complex(re,im);
}
// Accede al campo re dell’oggetto c in input
static public double getRe(Complex c){ 

return c.re; 
}
// Accede al campo im dell’oggetto c in input
static public double getIm(Complex c){ 

return c.im; 
}
// Usa opportunamente i campi re ed im dell’oggetto c in input
static public Complex sum(Complex c1, Complex c2){ 

return cons(c1.re+c2.re,c1.im+c2.im);
}

}

Costruzione
dell’oggetto

Accesso ad 
un campo

Nota la formattazione!
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Ingredienti sintattici

1. Espressione per creare un nuovo oggetto
• new Complex(<exp>,<exp>)

• simile a new int[]{5,4}

• da usare solo dentro alla funzione cons, altrove si userà 
direttamente cons

2. Espressione per accedere ad un campo 
dell’oggetto
• se la variabile c è di tipo Complex

• allora con l’espressione c.re accedo al suo campo re

• simile ad “a[0]”

• Nota, riguardano solo la parte privata
– sono utilizzabili solo “da dentro”

– visto che campi e costruttori sono privati



Fond.  L-A, a.a. 2004/2005 ADT 40

Altre funzioni

adt Complex
constructors:
cons : double x double → Complex 

functions:
...

zero: Complex
prod: Complex x Complex → Complex
invert: Complex → Complex
scalar: Complex x Complex → double

axioms:
zero() = cons(0,0)
prod(cons(R,I), cons(R2,I2)) = cons(R*R2-I*I2,R*I2+R2*I)
invert(cons(R,I)) = cons(-R,-I)
scalar(cons(R,I),cons(R2,I2))=R*R2+I*I2

end
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Implementazione funzioni

class Complex{
...
static public Complex zero(){ 
return cons(0.0,0.0);

}
static public Complex prod(Complex c1,Complex c2){

return cons(c1.re*c2.re-c1.im*c2.im,
c1.re*c2.im+c2.re*c1.im);

}
static public Complex invert(Complex c){

return cons(-c.re,-c.im);
}
static public double scalar(Complex c1,Complex c2){

return c1.re*c2.re+c1.im*c2.im;
}

}
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Funzioni di utilità

class Complex{
...
// Dato il complesso 5+4i, ossia cons(5,4), dà "C[5.0,4.0]"
static public String toString(Complex c){

return "C["+c.re+","+c.im+“]";
}

// Uguaglianza fra due complessi
static public boolean equals(Complex c1,Complex c2){

return c1.re==c2.re && c1.im==c2.im;
}

}
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Come la si utilizza?
class Complex{

private double re;  // Campi
private double im;
private Complex(double re, double im){..} // Costruttore
static public Complex cons(double re,double im){..}
static public double getRe(Complex c){..}
static public double getIm(Complex c){..}
static public Complex sum (Complex c1,Complex c2){..}

}
..
// All’interno di un’altra classe...

Complex c1=Complex.cons(3,4); // Costruisce (3+4i)

double r=Complex.getRe(c1);  // Assegna a r il valore 3.0
double i=Complex.getIm(c1);  // Assegna a i il valore 4.0
Complex c2=Complex.sum(c1,c1);  // Assegna a c2 (6+8i)
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Esempio
class UseComplex{ // Un modulo con solo il main

public static void main(String[] s){
Complex c1=Complex.cons(3,5); // c1: 3+5i
Complex c2=Complex.cons(4,4); // c2: 4+4i
Complex c3=Complex.invert(c1); // c3: -3-5i 
Complex c4=Complex.sum(c2,c3); // c4: 1-i
System.out.println("c4 = "+Complex.toString(c4));
double sc=Complex.scalar(c1,c4);  // sc: -2
double z=Complex.scalar(Complex.zero(),c1); // z:0   

}
}

• UseComplex va compilata ed eseguita nella stessa cartella di 
Complex

– javac Complex.java

– javac UseComplex.java

– java UseComplex (dà l’output: c4: C[1.0,-1.0])


