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I grafi e la loro Rappresentazione in memoria

Il concetto di grafo

Un grafo non diretto, o non orientato, o semplicemente grafo, è costituito da una coppia ordinata (V, E), dove V={1, 2, …, n} è un insieme di nodi o vertici, ed E è un insieme di archi o spigoli: E={E1, E2, …, Em}. Ogni singolo arco è, a sua volta, una coppia non ordinata (i,j) di due nodi.

Nel seguito, si assumerà che n sia il numero di nodi ed m il numero degli archi. Per disegnare un grafo si rappresentano usualmente i nodi tramite punti o cerchi e gli archi come linee che collegano i nodi.

In un grafo G=(V,E), un arco (i,j) di E si dice incidente ai nodi i e j. Due archi sono adiacenti se hanno un nodo in comune, mentre due nodi k ed l sono adiacenti se esiste l’arco (k,l).

In molti casi, risulta utile associare un orientamento ad ogni arco: un grafo diretto, o orientato, è costituito da una coppia ordinata (V,E), dove V è un insieme di nodi ed E è un insieme di coppie ordinate di nodi dette, anche in questo caso, archi.

In un grafo diretto l’arco (i,j) stablisce un collegamento del nodo i con il nodo j, ma non viceversa. Per evidenziare questo concetto gli archi di un grafo orientato si rappresentano tramite frecce. In ogni caso, per semplicità, laddove ciò non crei confusione, si adotterà la stessa notazione (i,j) per denotare un arco tra i nodi i e j, sia nel caso non orientato che in quello orientato.

Rappresentazione dei grafi in memoria

I possibili metodi di rappresentare i grafi in memoria sono diversi. Nel seguito illustriamo i principali di essi, discutendone  i pro e i contro.

Matrice di adiacenza. Dato un grafo G=(V, E), con n nodi ed m spigoli, consideriamo  la matrice n ( n, il cui generico elemento aij è 1 se (i, j) è uno spigolo di G, 0 altrimenti. E' facile rendersi conto che la matrice di adiacenza di un grafo non orientato è simmetrica rispetto alla diagonale principale. L'occupazione di memoria è ((n2), quindi ha senso usare questa struttura dati se l'algoritmo da eseguire sul grafo ha una complessità superiore.

Se si vuole allocare la matrice staticamente, è necessario prevedere una dimensione massima della stessa e sovradimensionarla: quando l’utente inserirà la dimensione del grafo, si utilizzerà soltanto la porzione in alto a sinistra dell’intera matrice allocata. Questo modo di procedere ha due risvolti negativi: a. il sovradimensionamento può essere spropositato, con inutile spreco di spazio di memoria, e b. il dimensionamento potrebbe non essere sufficiente (se la dimensione effettiva del grafo è superiore a quella della matrice), provocando errori.

Per questo, è consigliabile allocare sempre in modo dinamico la matrice.


Liste di adiacenza. Si può usare un vettore con n puntatori ed n liste. La generica componente i del vettore è un puntatore che rappresenta la testa di una lista in cui sono memorizzati tutti i nodi adiacenti al nodo i. Per quello che riguarda l’allocazione si può fare un discorso analogo al precedente, per cui l’array che contiene i puntatori alle varie liste dovrebbe essere un array dinamico.

L'occupazione di memoria è ((n+m), e pertanto, da questo punto di vista, questo tipo di memorizzazione è il più conveniente se il grafo da rappresentare è sparso (cioè se m=o(n2)).


Matrice di incidenza. Un grafo può essere rappresentato per mezzo di una matrice n ( m il cui generico elemento mij è 1 se i è uno dei nodi adiacenti allo spigolo j, e 0 altrimenti. L'occupazione in memoria è ((nm), e quindi questa rappresentazione risulta sempre più svantaggiosa di quella tramite liste di adiacenza, e più vantaggiosa di quella tramite matrice di adiacenza solo quando il numero di spigoli è inferiore al numero di nodi (che non accade mai se il grafo risulta connesso).


Lista di archi. Un grafo può essere rappresentato anche per mezzo di una lista il cui generico record contiene i due estremi di un arco. Se non si vuole usare una lista puntata è possibile ricorrere ad una coppia di vettori A e B, con m posizioni ciascuno; la coppia (A(i(, B(i() contiene gli estremi dell'arco i-esimo. L'occupazione di memoria di questa struttura dati, sia essa gestita come lista che come coppia di vettori, è O(m). Ovviamente, anche in questo caso è opportuno allocare lo spazio dinamicamente, solo dopo aver determinato la dimensione  del grafo.


Vediamo ora come si costruisce un grafo, sfruttando alcune di queste strutture dati.


Per utilizzare le liste di adiacenza, bisogna definire un array di puntatori (che qui è pensato come variabile globale, e quindi non passato come parametro) di cui ciascuna cella rappresenta la testa di una lista. La seguente funzione chiede all'utente di introdurre gli adiacenti di chiave maggiore del nodo corrente, in modo che l'utente non sia costretto a dare due volte le adiacenze, ma queste vengano memorizzate automaticamente.



void Crea_lista(int n)



{




int i, corr; link p;




printf("creazione grafo \n");




printf("quanti nodi ha il grafo? ");




scanf("%d", &n);




for (i=1; i<=n; i++)




{





printf("dammi adiac. di %d piu' grandi di lui



















(termina con 0)", i);





scanf("%d", &corr);





while (corr)





{






p=(link)malloc(sizeof(nodo));






p->info=corr; p->succ=grafo[i];






grafo[i]=p;  /* inserimento in testa alla lista */






p=(link)malloc(sizeof(nodo));






p->info=i; p->succ=grafo[corr];






grafo[corr]=p; /* l'arco va inserito in 2 liste */






scanf("%d", &corr);





}




}



}


Analoghi ragionamenti possono essere fatti per costruire una matrice di adiacenza:



void Crea_Mat_Adiac(int n)



{ int i, j,  corr;




printf("creazione grafo \n");




printf("quanti nodi ha il grafo? ");




scanf("%d", &n);




for (i=1; i<=n; i++) for (j=1; j<=n; j++) grafo[i][j]=0;

















/*inizializzazione matrice*/




for (i=1; i<=n; i++)




{





printf("dammi gli adiacenti di %d piu' grandi di lui 



















(termina con 0)", i);





scanf("%d", &corr);





while (corr)





{






grafo[i][corr]=1; grafo[corr][i]=1;






scanf("%d", &corr);





}




}



}

Visite di grafi


La visita di un grafo è un algoritmo che consente di toccare tutti i nodi e tutti gli archi del grafo, permettendo così di estrarne delle informazioni strutturali. Il generico algoritmo di visita considera i nodi del grafo (che per ora supponiamo connesso), a partire da un nodo dato r, e li partiziona in due insiemi S e Q; S contiene tutti i nodi che sono stati già visitati e che possono ancora essere utili per proseguire la visita; Q contiene tutti i nodi che devono ancora essere visitati. Ad ogni passo, l'algoritmo utilizza un nodo in S per visitare un suo adiacente in Q, se esiste; inoltre, l'arco usato viene in qualche modo memorizzato. L'algoritmo termina quando Q è vuoto e l'output è costituito dall'insieme di archi memorizzati. E' facile dimostrare che l'insieme di questi archi rappresenta un albero che tocca tutti i nodi del grafo, detto albero ricoprente, la cui radice è r. 


Lo pseudo-codice di un tale algoritmo è il seguente:



Funzione VISITA(G, r)



S={r}, Q=V-{r};



Finché Q è non vuoto




Scegli un nodo in S, sia esso s;




Se esiste un nodo t in Q adiacente ad s





Allora






Visita t;






S=S U {t}; Q=Q-{t};






Memorizza l'arco {s, t};





Altrimenti S=S-{s};



Dai in output l'insieme degli archi memorizzati.


La complessità temporale di questo algoritmo dipende strettamente dal tipo di struttura dati usata, in quanto è lineare nella dimensione di tale struttura.


Specificando il criterio di estrazione del nodo s dall'insieme S si definiscono tipi diversi di visita, che danno luogo ad alberi ricoprenti con proprietà particolari. I principali tipi di vistia sono quella in profondità (depth first search, dfs) e quella in ampiezza (breadth first search, bfs). Per i dettagli di entrambe le visite, e le loro implementazioni, si veda il libro Horowitz, Sahni, Anderson-Freed pagg. 274 ss. 

Classificazione degli archi di un grafo tramite visita

Dato un grafo G orientato, una volta eseguita su di esso una visita, i suoi archi risultano partizionati in 4 insiemi:

1. archi dell’albero ricoprente

2. archi all’indietro (da un nodo ad un suo antenato)

3. archi in avanti (da un nodo ad un suo discendente)
4. archi di attraversamento (tra nodi che non sono in rapporto di discendenza tra di loro, appartenenti allo stesso albero o ad alberi differenti).

Si osservi che gli insiemi 2. e 3. coincidono se G è non orientato.

Per distinguere a quale insieme appartenga ciascun arco è necessario introdurre i numeri di inizio e fine visita: se temporizziamo in modo discreto ed incrementale le operazioni eseguite dalla visita, i tempi di inizio e fine visita di un nodo rappresentano i valori correnti di tale temporizzazione al momento in cui il nodo viene scoperto per la prima volta ed in cui esso viene definitivamente abbandonato dalla visita.

Un arco (u,v) è un arco dell’albero se il nodo v non risulta ancora visitato al momento in cui (u,v) viene scoperto; se invece v risulta già visitato, allora l’arco può essere di uno degli altri 3 tipi. Possiamo distinguere tra questi 3 tipi studiando i tempi di inizio e fine visita. Osserviamo che un arco (u,v) è all’indietro se il nodo v è già stato visitato (e quindi ha tempo di inizio visita), ma la sua visita non si è ancora conclusa, e quindi non ha tempo di fine visita. Se, invece, il nodo v ha tempo di fine visita, l’arco può essere tanto in avanti che di attraversamento, andiamo allora a confrontare i tempi di inizio visita: è in avanti se il tempo di inizio visita di u è minore di quello di v, è di attraversamento se vale il viceversa. E’ piuttosto semplice dimostrare che queste proprietà sono vere.

Se la visita effettuata è in profondità o in ampiezza, gli insiemi di archi sopra descritti godono di alcune proprietà particolari, come enunciato nei seguenti teoremi:

Teorema. Dato un grafo non orientato G, se su di esso viene effettuata una visita in profondità, non esistono archi di attraversamento.

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo che esista un arco di attra-versamento (u,v); tale arco trova v già visitato attraverso un cammino partito dal minimo antecedente comune tra u e v. Ma questo è assurdo perché la visita è in profondità e, se la visita non si è chiusa definitiva-mente su u (cosa che non è avvenuta se stiamo visitando l’arco (u,v)), non si può proseguire la visita a partire dagli antenati di u. Perciò v non può essere già visitato, e quindi l’arco (u,v) è un arco dell’albero.

Teorema. Dato un grafo non orientato G, se su di esso viene effettuata una visita in ampiezza, non esistono archi all’indietro.

Dimostrazione. Questo teorema si dimostra con ragionamenti analoghi al precedente.

Applicazioni della visita di un grafo


Così come le visite in pre-, in- e post-order per gli alberi possono essere modificate per consentire di calcolare utili funzioni, anche le visite di grafi possono essere utilizzate per consentire di estrarre informazioni dal grafo. L'applicazione più semplice è la determinazione del numero di componenti connesse del grafo. Tale numero può essere individuato eseguendo una qualunque visita a partire da un nodo qualsiasi; tutti i nodi toccati apparterranno tutti alla stessa componente connessa. Se esiste un nodo non ancora visitato, allora il grafo non è connesso e rieseguendo la visita a partire da quel nodo si ottiene una nuova componente connessa. Si procede fino a quando il grafo contiene nodi non ancora visitati.


Una possibile implementazione di questo algoritmo è la seguente: essa utilizza una memorizzazione tramite liste di adiacenza, un vettore ausiliario visitato[] che indica se il nodo i-esimo è già stato visitato o no, ed un contatore intero cont, inizializzato ad 1, che memorizza il numero di componenti connesse.



int comp_connesse(nodo* grafo[])



{int i, corr;




for (i=1; i<=n; i++) visitato[i]=0;




printf("da quale nodo vuoi partire per fare la visita?");




scanf("%d", &corr);




printf("\n comp. 1: ");




visita(corr);




for (i=1; i<=n; i++)





if (visitato[i]==0) 





{






cont++; printf("\n comp. %d", cont);






visita(i);





}




return(cont);



}


La complessità di questo algoritmo è O(n+m), supposto che il grafo sia memorizzato per liste di adiacenza. Infatti, l'ultimo ciclo for viene eseguito n volte ed, al suo interno si trova un'operazione che è costante oppure lineare nella dimensione della generica componente connessa. Poiché la somma di tali dimensioni è esattamente n, si ottiene un tempo O(n).

Un'altra applicazione dell'algoritmo di visita è la seguente: dato un grafo diretto G, vedere se è aciclico. 

Per risolvere questo problema possiamo sfruttare il seguente teorema:

Teorema. Dato un grafo diretto G, se su di esso viene effettuata una visita in profondità, essa non produce archi all’indietro se e solo se G è aciclico.

Dimostrazione. Dimostriamo che se G è aciclico, allora non ci sono arhi all’indietro. Per assurdo G sia aciclico ma la visita in profondità generi un arco all’indietro (u,v). Questo significa che u è antenato di v, e che quindi esiste un cammino orientato sull’albero u->…->v. L’arco (u,v) completa questo cammino in un ciclo, che è assurdo.

Proviamo ora che, se non vi sono archi all’indietro, allora G è aciclico, e procediamo nuovamente per assurdo: esista un ciclo C, di cui v sia il primo nodo scoperto dalla visita in profondità, e sia (u,v) l’arco che precede v nel ciclo. Al tempo in cui v  viene visitato, tutti gli altri nodi nel ciclo sono non visitati, e poiché essi sono raggiungibili da v tramite un cammino, essi saranno toccati dalla visita in profondità come discendenti di v; anche u risulterà un discendente di v. Ne segue che l’arco (u,v) è un arco all’indietro. Assurdo.

E’ facile sfruttare il precedente teorema per progettare un semplice algoirtmo che verifichi l’aciclicità del grafo in input.

Altre applicazioni delle visite, trattate durante le lezioni o le esercitazioni, sono:

· dato un grafo G non orientato, trovare un suo matching massimale (visita in profondità)

· dato un grafo G non orientato e dun suo nodo v, determinare i cammini minimi da v a tutti gli altri nodi (visita in ampiezza)

· dato un grafo G non orientato, verificare se G sia bipartito (visita in ampiezza)

· dato un grafo G orientato, verificare se sia fortemente connesso (visita in profondità).
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