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PROBLEMI PARALLELI CON LA TECNICA DEL RAKE

Il rake rappresenta una delle più diffuse tecniche standard adottate nella risoluzione di algoritmi paralleli su alberi binari. 

Pensata originariamente per la valutazione delle espressioni aritmetiche, il suo impiego si è presto esteso ad ulteriori problematiche per via della peculiarità di poter lavorare in tempi logaritmici a prescindere dallo sbilanciamento dell’albero.

Procediamo per gradi presentando in primo luogo il rake come operazione primitiva. Quindi, provvederemo ad immergerla nella più generica contrazione di alberi binari che rappresenta il giusto contesto in cui inserire il problema della valutazione delle espressioni aritmetiche. Infine, analizzeremo altre interessanti applicazioni della tecnica in questione.

Prima di procedere alla formulazione di definizioni e problemi, anticipiamo che per applicare il rake necessitiamo di alberi binari aventi per ogni nodo 0 o 2 figli (in seguito ci appelleremo alla suddetta con la denominazione di proprietà 0/2).  

Questo rappresenta un requisito indispensabile per una corretta applicazione della tecnica e, al contempo, non appare troppo pretenzioso dal momento che, laddove si presentassero nodi interni con un solo figlio, sarà sufficiente introdurre un nodo fittizio. Anche in termini di memoria aggiuntiva, impiegata per ovviare alla restrizione imposta, non sussistono troppi problemi: in presenza di n nodi non sarà infatti richiesto un apporto di nodi fittizi superiore ad n-1 (nella peggiore delle ipotesi, pensiamo ad esempio all’albero completamente sbilanciato, il numero di nodi fittizi aggiuntivi è proprio pari ad n-1 (vedi figura di seguito)). 

Si tratta, pertanto, di una crescita di spazio lineare accettabile che offre la possibilità di lavorare in tempi logaritmici rispetto al numero delle foglie anche quando risulterebbe difficile immaginarlo.
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    Nodi dell’albero
    (n=4)





L’operazione di rake opera sulle foglie di un albero e può essere pensata come un passo di compressione dal basso verso l’alto della struttura, formalmente:

Sia T un albero binario radicato nella radice root, avente per ogni nodo la proprietà  0/2 e siano noti p(u), p(p(u)) e f(u) rispettivamente padre, nonno e fratello della generica foglia u.

L’applicazione del rake ad una foglia u con p(u) ( root consiste nel rimuovere u e p(u) dall’albero T e nel connettere f(u) al nodo p(p(u)).

 Schematizzando, si opera la seguente trasformazione:















Per l’osservazione precedente in merito ai nodi fittizi, il fratello di una generica foglia candidata all’operazione sarà sempre presente
.

CONTRAZIONE DI ALBERI

La  contrazione di un albero può essere pensata come una ripetuta applicazione di un’operazione di rake alle foglie della struttura. La stessa può essere adottata in quei problemi che necessitano di far risalire verso l’alto le informazioni contenute in un generico 

nodo eliminato, per poterle così confrontare ed integrare con quelle mantenute nei nodi antecedenti ‘sopravvissuti’ alla contrazione.

Il problema proposto ha come obiettivo la riduzione di un albero binario con un determinato numero di nodi ad un albero binario costituito da tre nodi e l’algoritmo presentato costituirà la base su cui ragionare per la valutazione delle espressioni aritmetiche.

Dato T  albero binario radicato con n foglie e noti, per ogni vertice diverso dalla radice, i nodi padre e fratello, si tratta di applicare ripetutamente e in maniera selettiva (vedremo fra breve il perché) l’operazione base di rake per ottenere un albero binario composto da tre nodi individuanti la radice e le due foglie estremali, rispettivamente la più a sinistra e la più a destra della struttura d’origine.

La soluzione proposta è pensata per una P-RAM modello EREW costituita da n processori, pari cioè al numero delle foglie che sono infatti gli elementi cui applicare il rake.

Suddividiamo il problema in due macropassi: 

-il primo relativo all’inizializzazione dell’ambiente per creare le condizioni in cui        opererà la compressione dell’albero vera e propria;

-il secondo consistente nell’applicazione del rake.

ALGORITMO

1. Memorizzazione delle foglie da sinistra a destra, fatta eccezione per quelle estremali, in un vettore di lavoro V di dimensioni n-2:

1.1 1.1 Numerazione Inorder dei nodi dell’albero

1.2 1.2 Riconoscimento delle foglie  

1.3 1.3 Inserimento nell’ordine corretto in V 
2. Per (log(n+1)(  iterazioni esegui:
 

2.1 Applicazione in parallelo del rake a tutti gli elementi in V di indice dispari che sono        figli sinistri

     2.2 Applicazione in parallelo del rake ai restanti elementi in V di indice dispari

     2.3 Aggiornamento del vettore V per ridurlo ai soli elementi di indice pari:V(Vpari 

Presentiamo di seguito le possibili soluzioni per i vari passi individuati, nonché motivazioni e dissertazioni in merito: manterremo un livello piuttosto elevato di astrazione nella notazione al fine di favorire la comprensione della strategia  piuttosto che dei dettagli implementativi.

Sia T la struttura utilizzata per mantenere il cammino di Eulero relativo all’albero su cui operare.

1.4 La numerazione Inorder è applicata  tutti i nodi di T.(cfr. [1]) . 



VisitaInOrder(T)




(
O(log n)
1.2  Il riconoscimento delle foglie di un albero può essere realizzato mediante l’uso dei campi “left” e ”right” associati ad ogni nodo di T ovvero l’occorrenza più a sinistra e rispettivamente più a destra del nodo in questione nel cammino di Eulero(cfr.[1]) I passi richiesti sono sintetizzabili in:

    ( v ( T: if (left(v)=1 && right(v)=1) 








then leaf(v)= true
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O(1)
Nelle nostre convenzioni le informazioni di left e right sono dei campi binari che possono quindi assumere solo valore 0 o 1. Nel caso in cui un generico nodo è contemporaneamente l’occorrenza più a destra e quella più a sinistra di se stesso allora quel nodo è una foglia.

(Il predicato leaf può essere considerato un semplice indicatore booleano associato al nodo per memorizzarne la natura).

Il tempo costante è dovuto al fatto che il controllo sui nodi dell’albero può procedere in parallelo.

 1.3  Supponiamo ora di restingerci a Tf , ovvero l’insieme dei nodi foglia individuati al passo precedente.Per numerare le foglie ricorriamo ad una chiamata delle somme prefisse(cfr.[2]). Una volta terminata la numerazione ad ogni foglia sarà associata la posizione in cui dovrà essere caricata nel vettore V

  SommePrefisse(Tf)
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( vi(Tf,i([2,n-1]: 
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Dove, ricordiamo, vogliamo caricare il vettore V con tutte le foglie in ordine di   apparizione da sinistra verso destra fatta però eccezione delle due foglie estremali.

Le considerazioni in merito alla complessità sono, evidentemente, analoghe alle precedenti.

L’applicazione selettiva del rake a seconda della natura e della numerazione del nodo è una scelta obbligata volendo disporre di un modello di macchina esclusivo in lettura e scrittura. In tal modo, infatti, si evitano le condizioni di conflitto quali il tentativo di accesso concorrente a uno stesso nodo da parte di due nodi discendenti.

Ecco infatti di seguito riportato un esempio esplicativo della motivazione per la quale tra le foglie di numerazione dispari si selezionano in modo separato quelle che sono figli sinistri.
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Applicando il rake alla foglia che è figlia di a si forza suo fratello b a puntare al nodo c che però è già impegnato nel rake di suo figlio (che avviene in parallelo con gli altri).

Usando perciò questi accorgimenti per la selettività l’operazione di rake potrà allora essere applicata concorrentemente a più foglie.

Segue che per il punto 2.1  è richiesto un tempo O(1) in quanto il riconoscimento del figlio sinistro è fatto semplicemente con un controllo sulla numerazione Inorder assegnata ai nodi:

    ( v,u(T:


if (Num(v)< Num(u)) then
true  (
O(1)

Nella nostra convenzione Num(v) restituisce l’intero corrispondente al nodo

nella numerazione Inorder dell’albero.

Anche per il punto 2.2 è richiesto un tempo costante così come, evidentemente, per l’aggiornamento al passo 2.3.

Chiariti tutti i passaggi quello che resta da analizzare è l’iterazione principale del passo 2. Ad ogni iterazione assistiamo ad una decrescita delle foglie da n a (n/2(, con n numero di foglie iniziali. Questo ci porta a comprendere come in seguito a (log(n+1)(   iterazioni a tutte le foglie, fatta eccezione per le due estremali, sarà stata applicata l’operazione di rake.

VALUTAZIONE DI ESPRESSIONI ARITMETICHE

Un’espressione aritmetica può essere rappresentata mediante un albero binario associando opportunamente etichette di costanti alle foglie e di operatori ai nodi interni. 

Risulta interessante ai nostri fini sottolineare due aspetti:

· Intuitiva è la necessità di procedere per gradi: per rappresentare e valutare l’espressione costruita “intorno” all’operatore relativo ad un generico nodo di livello i, dobbiamo avvalerci delle informazioni distribuite a partire dal livello i+1 (sottoalbero sinistro e sottoalbero destro rappresentano, ovviamente, i due lati dell’espressione che, sotto ipotesi di notazione infissa, possiamo pensare “centrata” nell’operatore); chiaramente, a seconda della modalità di attraversamento adottato, le fasi di discesa lungo l’albero saranno ordinate in maniera differente, resta comunque il fatto che per valutare un’espressione si devono propedeuticamente “collezionare” tutti gli operandi e gli operatori necessari a comporre la stessa, di qui l’esigenza di passi sequenziali.

· La valutazione di un’espressione i cui elementi risultino distribuiti su un albero bilanciato è facilmente abbinabile ad una strategia parallela: disponendo di un numero di processori sufficienti e iniziando la computazione a partire dalle foglie, ogni processore di livello i può operare indipendentemente dai processori di pari livello. Pertanto, la complessità dell’algoritmo si riduce a quella di scansione dei livelli della struttura stessa esprimibile, nell’ipotesi di struttura bilanciata, con un tempo parallelo di O(log n)  dove n rappresenta il numero dei nodi.

Diverso, invece, il discorso su strutture non bilanciate in cui, intuitivamente, lo stesso approccio porterebbe a valutare pochi nodi per volta in virtù della sequenzialità cui si accennava prima.

Tenendo presente quanto detto, possiamo finalmente concentrarci sul punto di forza del rake nel contesto della valutazione di espressioni in parallelo: la sua  applicazione ad alberi binari  non bilanciati e i conseguenti vantaggi computazionali rispetto all’approccio sequenziale (che, in caso di albero non bilanciato, mette a nudo i suoi limiti con un O(n)).

Si tratta, intuitivamente, di arricchire il metodo di contrazione di alberi appena visto con alcune integrazioni: in questo caso il passo di riduzione deve garantire la conservazione dell’informazione della sottoespressione definita a partire dal generico nodo che viene rimosso per consentire di rimandarne la valutazione.

Ed è proprio in questa situazione che, per ottenere benefici rispetto ai tempi richiesti da algoritmi sequenziali, introduciamo l’idea di valutazione parziale dell’espressione ad un generico nodo, che ci consente di rimuovere lo stesso dalla struttura pur non avendone completamente determinato il valore. 

Questo può essere realizzato associando ad ogni nodo v in T una  etichetta (av,bv) in cui la coppia di costanti rappresenta i coefficienti dell’equazione lineare avX+bv in cui compare l’incognita X che, una volta esplicitata, assumerà il valore della sottoespressione al nodo v. 

Nella fase di contrazione dell’albero volta alla determinazione del valore val(T) dell’espressione alla radice, attraverso le riduzioni si rimuoveranno i nodi candidati e si aggiorneranno opportunamente i valori delle etichette dei nodi restanti coinvolti nell’applicazione del rake, affinché queste ultime possano tener traccia delle riduzioni effettuate. 

Il valore della sottoespressione di un generico nodo interno u etichettato con l’operatore op ed avente come figli sinistro e destro rispettivamente v e w con etichette (av,bv) e (aw,bw) risulterà pertanto:

val(u) = (avval(v)+bv) op (awval(w)+bw)

Cerchiamo di capire meglio, allora, le modalità del rake esteso all’introduzione delle etichette e, soprattutto, le modalità con cui aggiornarne quei valori che, come anticipato, rappresentano la storia delle precedenti contrazioni.

Supponiamo, come mostrato nella figura che segue, di voler applicare il rake alla foglia v. 

Secondo l’espressione appena formulata il valore al nodo u è dato da 

val(u) = (avcv+bv) opu (awX+bw) dove l’incognita X indica la sottoespressione radicata in w non ancora valutata.











Questa operazione comporta la rimozione dall’albero dei nodi v ed u, pertanto è necessario aggiornare la coppia (aw, bw)  affinché l’informazione dei nodi rimossi venga annotata in essa e possa, in un secondo momento, contribuire alla valutazione della sottoespressione che sarà computata al nodo p(u).
Nella fattispecie il contributo di val(u) al nodo p(u) è esprimibile come

auval(u)+bu = au[(avcv+bv) opu (awX+bw)] + bu
che, una volta semplificata, risulterà essere un’espressione lineare nell’incognita X relativa al valore al nodo w e si presenterà nella forma aw’X+bw’ con i rispettivi coefficienti che rappresenteranno i nuovi valori dell’etichetta da associare a w dopo l’operazione di rake:

aw’=au(av cv+bv) opu aw
bw’=au(avcv+bv) opu bw+bu
Fatte tutte queste premesse, allora, il nostro problema si riduce a:

Dato un albero radicato T determinare il valore dell’espressione alla radice. 

Al termine del procedimento otterremo un albero con tre nodi: la radice root  con oproot  e le due foglie estremali u e v di valori cu e cv con associate le coppie (au,bu) e (av,bv). Valutare l’espressione alla radice consisterà, per quanto detto, nel computare la seguente:

val(T) = val (root) = (aucu+bu) oproot (avcv+bv)

ALGORITMO

1. Fase di  inizializzazione: 

- ( v(T associazione dell’etichetta (av,bv) = (1,0);
- esecuzione delle operazioni relative al passo 1 dell’algoritmo di contrazione.

2.      Fase operativa:  

- procedere come nel passo 2 dell’algoritmo di contrazione eseguendo per ogni fratello w della foglia v cui viene applicato il rake gli opportuni aggiornamenti:

aw(aw’ e bw (bw’;

- computazione di val(T).
L’assegnazione della coppia (1,0) è sintomatica del fatto che inizialmente, non avendo ancora applicato riduzione alcuna, ogni nodo mantiene esclusivamente le proprie informazioni. Per considerazioni in merito a soluzioni implementative e complessità si rimanda al paragrafo precedente.

Un esempio guidato contribuirà senz’altro a comprendere meglio il procedimento da adottare.

Esempio: 

Nel riquadro sottostante è riportata la situazione dell’albero nei tre passi necessari alla valutazione dell’espressione presente nell’albero iniziale. Le foglie evidenziate in neretto sono quelle candidate all’applicazione del rake.



CALCOLO DEL VALORE MINIMO (massimo)

Dato, come nei precedenti problemi, un albero binario con la proprietà 0/2 i cui nodi sono etichettati con valori fra di loro confrontabili (supponiamo per semplicità valori interi) il nostro obiettivo è quello di computare per ogni nodo il valore minimo (o, analogamente, massimo) contenuto nel sottoalbero in esso  radicato.

Anche in questo caso valgono le considerazioni fatte precedentemente: una strategia parallela, operante in maniera indipendente ad ogni livello a partire dalle foglie, ben si adatta al caso di alberi bilanciati; in caso contrario, invece, i benefici derivanti dal calcolo parallelo si ridurrebbero, proprio in virtù dello sbilanciamento della struttura, all’inattività di taluni processori. Sfruttando, però, quanto appreso dalla tecnica del rake è ancora possibile lavorare in tempi ragionevoli a prescindere dalla distribuzione dei nodi nell’albero. 

Inizialmente il valore minimo di ogni nodo coinciderà con il valore stesso del nodo. Questa proprietà dovrà chiaramente essere mantenuta anche al termine delle operazioni per ogni nodo foglia (invariante foglia).

L’operazione di rake applicata con modalità analoghe a quelle suggerite negli esempi precedenti conduce ad una soluzione non corretta. Il problema, infatti, risiede nel fatto che se ad ogni operazione di contrazione della foglia u ci si limita ad assegnare al padre p(u) il valore di minimo ottenuto dal confronto dei valori dei tre nodi in gioco, ovvero p(u), u ed f(u), al termine della computazione si potrebbero verificare due risultati inaspettati:

i. Minimo relativo ad un solo sottoalbero: un minimo associato al nodo p(u) non rispondente alle finalità del problema dal momento che, con il procedimento indicato sopra, si ignora il valore di minimo derivante dalla valutazione del sottoalbero radicato in f(u) che, potenzialmente, potrebbe rappresentare il minimo assoluto tra i discendenti del nodo p(u);

ii. Minimo non presente nel sottoalbero: associando ad f(u) l’informazione derivante dal confronto dei valori dei tre nodi coinvolti nell’operazione, per poter propagare la stessa verso l’alto, si rischia, qualora il suddetto provenga dal padre o dal fratello di f(u), di associare a quest’ultimo un valore di minimo non presente nel sottoalbero in esso radicato.








Figura1: nodi coinvolti nell’operazione di rake.

Per ovviare a queste anomalie, allora, si provvede in fase di rake ad apportare degli aggiornamenti integrativi e, una volta terminata la contrazione della struttura ed ottenuto un albero con tre nodi, si procede con la fase di decontrazione (unrake) volta a recuperare le informazioni significative eventualmente trascurate durante la prima fase. Al termine dell’unrake, la struttura originale viene ripristinata e ad ogni nodo dell’albero viene associato il valore di minimo corretto, corrispondente cioè al minimo del sottoalbero in esso radicato.

Illustriamo di seguito le idee chiave su cui si basa l’algoritmo per motivarne la correttezza:

1. L’algoritmo preserva l’invariante foglia, infatti, il valore associato ad una generica foglia, che coincide con il valore minimo finale della stessa, non viene alterato. Questa proprietà è garantita dal fatto che il valore delle foglie, oggetto delle contrazioni, viene esclusivamente considerato per essere eventualmente propagato a i suoi antecedenti in seguito ad un successo nel confronto con il valore del padre.

2. Durante l’operazione di rake applicata alla foglia u, al padre p(u) viene assegnato il minimo tra i valori di minimo corrente di u e p(u). La rimozione della coppia di nodi ha ripercussioni anche sul nonno di u, p(p(u)), il cui minimo potrebbe derivare dal risultato di quest’ultimo confronto, informazione altrimenti persa in seguito al rake. Con questa strategia i valori dei nodi rimossi vengono fatti risalire lungo la struttura dal nonno di u e non più dal fratello, inibendo così il verificarsi dell’anomalia (ii). Il collegamento di f(u), fratello della foglia rimossa, al nodo p(p(u)), garantisce d’altra parte di far risalire l’informazione derivante da questo sottoalbero lungo gli antecedenti, quindi permettere l’eventuale aggiornamento del minimo di p(p(u)) durante le contrazioni successive.

2.1        Una anomalia in cui però si può incorrere anche in caso di uso di questa     

             strategia è relativa al modello di macchina a lettura e scrittura esclusiva.

Durante la fase di applicazione concorrente del rake alle foglie dell’albero si         potrebbe verificare questa situazione inconveniente:







      p(p(u))/ p(p(v))
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       v

Si andranno a scrivere concorrentemente due informazioni di minimo di nella stessa cella in cui è memorizzato min( p(p(u))) violando il modello esclusivo.

Inoltre quale dei due minimi sceglie il nodo p(p(u))?

Si è pensato di ovviare a questo problema distinguendo la provenienza delle informazioni dei minimi dei sottoalberi sinistro e destro di un generico nodo(non foglia) in modo da memorizzare in modo separato le due informazioni che verranno confrontate prima di assegnare il minimo unico al nodo.

3. Durante l’operazione di unrake si provvede a recuperare l’eventuale valore di minimo per il nodo p(u) considerato al punto 2, derivante dal mancato confronto con il valore di minimo associato al sottoalbero di f(u) che, al momento della rimozione di p(u), non era ancora stato valutato. In fase di rake, infatti, si rimanda la valutazione del suddetto sottoalbero il cui valore di minimo sarà disponibile in questa seconda fase, precludendo così il verificarsi dell’anomalia (i).










Figura2: nodi coinvolti nell’operazione di rake con le valutazioni aggiuntive.

Algoritmo

1. Se v è un generico nodo dell’albero:

   
( v min(v)= val(v)

         Inoltre se v non è una foglia si assegnano altri due campi che si riferiscono al minimo proveniente da sottoalbero sinistro e destro di v:


  min_six(v)= min_dx(v)=val(v)

2. Rake: applicazione del rake alla foglia u come in precedenza con l’aggiunta delle seguenti istruzioni:

  if (Num(u)< Num(p(p(u))))then (
  min(p(u))= (min(p(u)), min(u)(
  min_six(p(p(u))= (min(p(p(u)), min(p(u))( (
  else (
  min(p(u))= (min(p(u)), min(u)(
  min_dx(p(p(u))= (min(p(p(u)), min(p(u))( (
  min (p(p(u))= (min_six(p(p(u))),min_dx(p(p(u)))(
Cioè distinguo i casi in cui u ( al sottoalbero sinistro o destro tramite un semplice controllo sulla numerazione del nodo.

3. Quando l’albero è ridotto a 3 nodi rappresentati dalla radice r, dal figlio sinistro fs  e dal figlio destro fd,  esegui:


min(r)=min ( min(r), min(fs), min(fd) (
4. Unrake:  quando una coppia di nodi (p(u), u) in relazione padre-figlio viene reintrodotta,  esegui la seguente assegnazione:

min(p(u))=min ( min(p(u)), min(f(u)) (
con f(u)  nodo che torna ad essere il fratello di u.

esempio

Concludiamo con un esempio completo, utile, senz’altro, a chiarire perplessità ancora irrisolte.

I numeri riportati in neretto tra parentesi rappresentano l’informazione del valore di minimo corrente associato a quel particolare nodo (indicato solo se diverso dal suo stesso valore).
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					aw’=au(av cv+bv) opu aw


		


					 bw’=au(avcv+bv) opu (bw+bu)		





Opu





Cv








			


	         a					   a				   a	


                                           (1,0)				    (1,0)				     (1,0)	     





	


	b		  c		       b		   c	                         f                     c


       (1,0) 		       (1,0)		(1,0) 		                (1,0)	(5,20)		             (1,0)





  


      d	                   e		          f		            e


(1,0)		       (1,0)		   (1,4)			(1,0)





 f	       g











(1,0)            (1,0)














passo1)  rake(4)  (  ad*val(d)+bd= 1*[(1*X+0)+(1*4+0)]+0=X+4


		        pertanto è necessario l’aggiornamento (af’,bf’)=(1,4)





passo 2) rake(5)  (  ab*val(b)+bb= 1*[(1*X+4)*(1*5+0)]+0=5X+20


		        pertanto è necessario l’aggiornamento (af’,bf’)=(5,20)





passo 3)  si procedere con la valutazione dell’espressione


            val(a)= (af*val(f)+bf) opa (ac*val(c)+bc)=(5*1+20)*(1*10+0)=35	
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Rake(6,1)


Rake(12,2)





Rake(5,3)





Rake(11,9)











Unrake(11,9)





Rake(13,7)





Unrake(6,1)


Unrake(12,2)





Unrake(13,7)








Unrake(5,3)
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